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Predmluva

Bez feseni tloh nelze astrofyziku studovat a porozumét ji. K tomu ma napomoci predkla-
dana sbirka, ktera je urcena predevsim studentim ucitelskych kombinaci s fyzikou pro povin-
nou prednasku ,, Astrofyzika”. Sbirka tloh dopliiuje vykladovy text skript Stefl, V.: Vybrané
kapitoly z astrofyziky, UJEP, Brno 1985, v $ir§im slova smyslu nékteré kapitoly vysokoskolské
ucebnice Vanysek, V.: Zaklady astronomie a astrofyziky, Academia, Praha 1980.

Soucasna védecka astrofyzika vychazi disledné z fyziky, coz se odrazi v obsahu a pojeti tiloh
zafazenych do sbirky. Jejich studium a osvojeni umoznuje hlubsi pochopeni fyzikalni podstaty
stavby kosmickych téles a jevil na nich probihajicich. Reseni se proto logicky opira o znalosti
z experimentalni a teoretické fyziky, v nasi sbirce na trovni ucitelského studia. Jako opti-
malni postup doporucujeme fesit nejprve tlohy samostatné, na zakladé vlastnich védomosti a
dovednosti, teprve nasledné je vhodné se presvédcit o spravnosti postupu i dosazenych nume-
rickych hodnot. Stru¢né naznacené reseni jisté poslouzi pii sebevzdélavani studentti. Nékteré
naroc¢néjsi ulohy vyzaduji samostatny pristup, slouzi k prohloubeni znalosti a jsou urceny i
pro studenty odborného magisterského astrofyzikalniho studia.

Shirka obsahuje na 250 tloh rtzného stupné obtiznosti. Pfiblizné polovina z nich byla
pfevzata z literatury, predevsim z [2], [3], [7], [11], [12], [13], [14], druh& polovina je vSak pu-
vodnich. Prvni tlohovou ¢ast kapitoly 1-9 p¥ipravil Vladimir Stefl, kapitolu 10 se zdrojovymi
kédy Jiri Krticka.

Autori budou vdécni vSem uzivatelim sbirky za pfipominky. Nameéty a pripominky lze
zaslat na adresu stefl@astro.sci. muni.cz, krticka@physics.muni.cz.

S ohledem na omezeny rozsah sbirce byl vybér témat tdloh zvolen tak, aby dopliioval
osvédéenou vysokoskolskou uéebnici Siroky, J., Siroka, M.: Zaklady astronomie v piikladech,
ktera vsak vysla naposledy v SPN, Praha 1973.

Autoii dékuji obéma recenzenttim, RNDr. Pavlu Kotréovi, CSc., z AsU AV CR v On-
diejové a doc. RNDr. Miroslavé Siroké, CSc., z Olomouce, ktefi svymi pfipominkami pod-
statné prispéli ke zkvalitnéni Grovné i obsahu sbirky.

Brno, prosinec 2002 Vladimir Stefl, Daniela Koréakova, Jifi Krticka



A. S. Eddington (1882-1944)

,Neni nic jednodussiho, nez jsou hvezdy”
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1 Zareni hvézd

Uloha 1.1 Pomoci bolometrt umisténych na druZicich byla zjisténa piesna hodnota solarni
konstanty K. Urcete efektivni povrchovou teplotu Slunce, zname-li dale hodnoty poloméru R,
a stfedni vzdalenosti Zemé od Slunce 7.

g 1/4
Reseni: Efektivni povrchovou teplotu ur¢ime ze vztahu Ty = <£TT22) = 5780 K.
©

Uloha 1.2 Zname absolutni bolometrickou hvézdnou velikost a zafivy vykon Slunce. Sta-
novte vzajemné vztahy mezi absolutni bolometrickou hvézdnou velikosti hvézdy M, v mag,
jejim zafivym vykonem L ve W, pozorovanou bolometrickou hvézdnou velikosti my,, v mag,
vzdalenosti hvézdy r v pc a hustotou zatrivého toku Fi, ve W. m 2

Reseni: Vyjdeme z upravené Pogsonovy rovnice: 2,5log -2~ To = = 4,75 — My,); obdrzime
log L = 28,49 — 0,4 My,01, Mypo = 71,23 — 2,51og L, mye — Myer = 5 logr — 5, mpe = —19,01 —
2,5 IOg Fbol-

Uloha 1.3 Stanovte zménu zafivého vykonu hvézdy, jejiz polomér se zmensi o 2% a efektivni
povrchové teplota se zvétsi o 2%.

Reseni: Ze Stefanova-Boltzmannova zakona vyplyva = QdR + 4dTef Pro malé zmény
poloméru a teploty obdrzime prlbhzne 22 = 2 R4 4AT€f Podle zadam ulohy dosadime
% =—ca AT—Tfef = +¢ a ziskdme 8L = 2e. PI‘l €= O ,02 se zafivy vykon hvézdy zvétsi o 4%.

Uloha 1.4 Hvézda ma efektivni povrchovou teplotu 10000 K. Jak se zvysi zafivy viykon
hvézdy, jestlize teplota naroste o 500 K7

Reseni: Ze Stefanova-Boltzmannova zakona vyplyva Lo ~ T2, pfi nériistu teploty plati
L [(14 ) Tw]" ~ 1,22 L.

Uloha 1.5 Urcete rozdil absolutnich bolometrickych hvézdnych velikosti dvou hvézd stejngch
polomért, jejichz efektivni povrchové teploty se 1isi o 10%.

Reseni: Pii stejném poloméru obou hvézd plati M; — M, = —2,5log L—l = —10log 7 Tl . Pii
Tl = 1 1 Je Mboll Mb012 = —0,414 mag.

Uloha 1.6 U hvézdy a Tau Aldebarana K5 III byl zjistén thlovy primér 2o = 0,0217.
Nameérena hodnota hustoty zafivého toku dopadajicitho na vnéjsi ¢ast atmosféry Zemé od této
hvézdy je Fyo = 3,2.107* W.m 2. Ro¢ni paralaxa 7 = 0,050”. Stanovte polomér a efektivni
povrchovou teplotu hvézdy.

Reseni: Uréime vzdalenost hvézdy r = % = 20pc, thlovy polomér o = 0,5.10 rad.
Skuteény polomér R = ar = 3,09.101m = 44 R,. Efektivni povrchova teplota je Ty =

1/4
(fs") " = 3900K.

oR?

Uloha 1.7 Uhlovy primér hvézdy o CMi Procyona F5 IV-V je 2o = 0,005” a ro¢ni paralaxa

7



1 ZARENI HVEZD

7 = 0,292”. Naméfena hodnota hustoty zafivého toku Fi,o = 1,6.10~% W.m 2. Urcete polomér
a efektivni povrchovou teplotu hvézdy.

Reseni: Obdobnym postupem jako u predchazejicich tloh stanovime R = 1,7 Ro), Ty =
6550 K.

Uloha 1.8 U hvézdy a Cas Schedar K0 III s efektivni povrchovou teplotou 4 500 K, nachazejici
se ve vzdalenosti 70 pc byla zjisténa hustota zafivého toku Fio = 1,65.1072 W.m~2. Urcete
R, L, My, mpe, modul vzdalenosti a Apax.

Reseni: Zativy vykon uréime ze vztahu L = 47 R%*0T4 = 9,67.10% W = 251 L. Polo-

1/2
L . Absolutni bolometrickou hvézdnou velikost

4roTA
stanovime ze vztahu log L = 0,4 (4,75—Mbole)f, odkud M, = —1,24 mag. Pozorovanou bolome-
trickou hvézdnou velikost ziskdme z upravené Pogsonovy rovnice myo = My + dlogr — 5 =
2,99 mag. Modul vzdalenosti je mypo, — Mpo = 4,23 mag. Vlnova délka hodnoty maximalni
intenzity zareni zjisténa z Wienova posunovaciho zakona je A.x = 644 nm.

meér hvézdy stanovime ze vztahu R =

Uloha 1.9 Pro hvézdu nachéazejici se ve vzdalenosti r = 10,4 pc byla zjisténa hustota zafivého
toku Fpo = 1.10°* W.m ™2 a efektivni povrchova teplota T' = 4 800 K. Uréete tthlovy pramér
hvézdy a zvazte, zda ho lze soucasnymi interferometrickymi metodami zmétit. Odhadnéte
bolometrickou korekei, jestlize absolutni vizualni hvézdné velikost je My = 1,03 mag. Udaje
odpovidaji hvézdé § Gem Pollux KO III.

Reseni: Nejprve uréime zaiivy vykon hvézdy L = 4nr2F, = 1,5.102 W, tedy L = 39 L.
1/2
Dale stanovime polomér hvézdy R = <#) vyjadieno v jednotkach poloméru Slunce
ef
R = 9R,. Uhlovy primér 2o = 2? = 3,9.1078rad, tedy 0,008”. Hodnota je méfitelna

souCasnymi prostiedky. Ze vztahu log L = 0,4 (4,75 — M) nalezneme My, = 0,77 mag,
BC = Myo — My = —0,26 mag, coz odpovida tabulkovym hodnotam.

Uloha 1.10 U Vegy byl zjistén thlovy primér 2o = 0,00324” a hustota zafivého toku
Fio = 2,84.10* W.m 2. Jeji vzdalenost je r = 7,8 pc. Stanovte polomér, efektivni povrchovou
teplotu, zarivy vykon a absolutni bolometrickou hvézdnou velikost. Absolutni bolometrickou
hvézdnou velikost stanovime ze vztahu log L = 0,4 (4,75 — Myo1), Mpe = 0,42 mag.

Reseni: o = & skuteény polomér R = ar = 1,89.10° m, tedy 2,7 Ro. Efektivni povrcho-

r )
Fyor?

. ) = 9500 K. Zativy vykon stanovime ze vzorce

vou teplotu ziskame ze vztahu Ty = (
L = 4mr?F,q = 2,07.10% W = 54 L,

Uloha 1.11 Efektivni povrchova teplota Vegy je 9500K, jeji polomér 2,7 Ro. Vypoététe
zafivy vykon hvézdy a jeji absolutni bolometrickou hvézdnou velikost.

Reseni: Vyuzijeme feSeni pfedchozich tloh, L = 54 L, Mo = 0,44 mag.

Uloha 1.12 Interferometrickou metodou byl uréen thlovy primeér u hvézdy o Boo Arktura
K1 IIT na 0,021”. Zjisténd hodnota rocni paralaxy je m = 0,089” a hustota zarivého toku
Fiol = 4,9.10~8 W.m 2. Stanovte polomér a efektivni povrchovou teplotu Arktura.
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Reseni: R =25Ry, Ty = 4300K.

Uloha 1.13 U Siria B byla zjisténa pozorovana bolometricka hvézdna velikost mi, = 6,0 mag.
Z vysledktt méreni druzice Hipparcos byla stanovena roc¢ni paralaxa m = 0,379”. Urcete abso-
lutni bolometrickou hvézdnou velikost hvézdy.

Reseni: Dosadime do vztahu My = mpo + 5 + 5logm, Myo = 8,9 mag.

Uloha 1.14 Cerveny trpaslik spektréalni t¥idy M5 Ve mé efektivni povrchovou teplotu 3200 K
a absolutni vizualni hvézdnou velikost My = 13,4 mag. Pomoci v tabulkach nalezené bolome-
trické korekce BC = —2,3 mag naleznéte zativy vykon a polomér hvézdy.

Reseni: Mo = BC+ My = 11,1 mag. Zarivy vykon v jednotkach zafivého vykonu Slunce
stanovime podle vztahu log L = 0,4(4,75—11,1) = —2,54, tedy L = 0,003 L, L = 1,2.10** W.

1/2 ’

Polomér urc¢ime ze vztahu R = <ﬁ) = 1,2.108m, tedy 0,17 Ro. Udaje v podstaté
ef

odpovidaji Barnardové hvézde, kterd ma nejvétsi znadmy vlastni pohyb 10,34” za rok. Byla

objevena E. E. Barnardem roku 1916.

Uloha 1.15 Rozdéleni energie ve spojitém spektru Slunce G2 V je blizké rozloZeni intenzity
zafeni cerného télesa s teplotou 5800 K. Proc¢ rozlozeni intenzity zareni ve spojitém spektru
Vegy A0 V piilis neodpovida rozlozeni intenzity zareni ¢erného télesa s teplotou 9 500 K?

Regeni: Fotosféru Slunce miizeme povaZovat v prvnim piibliZeni za Sedou (Sedy za¥ic).
Zdrojem nepriizracnosti je H™ absorbujici prochézejici zareni u vSech vinovych délek témér
stejné, neselektivné. Proto 1ze zjednodusené pokladat spojité zareni Slunce za témér odpovida-
jici zdkontim zateni erného télesa (ZZCT). U Vegy je zékladnim zdrojem absorpce v atmosfére
neutralni vodik, jehoz absorpce je vyrazné selektivni. Spojité zatfeni tak prichazi z odlisnych
hloubek o rizné teploté, intenzita zafeni spojitého spektra se tudiz odliSuje od planckov-
ské intenzity. Ta je déale narusena balmerovskym skokem, jehoz velikost roste s teplotou od
spektralni t¥idy G k A, u Vegy je mnohem vétsi nez u Slunce.

Uloha 1.16 Pod rozdélenim energie ve spektru obvykle rozumime rozdéleni intenzity podle
vlnovych délek. Na jaké vinové délce se vsak nachazi maximum v rozdéleni intenzity podle
frekvence? Jako priklad pouzijeme Slunce, predpokladejme, Ze vyzafuje jako absolutni ¢erné
téleso s teplotou 5 780 K.

Reseni: 'V prvnim piipadé, rozdéleni podle vlnovych délek Iy, ma Wientiv posunovaci
zakon tvar A\n.1 = 0,0029. Ktivka, zachycujici intenzitu jako funkci vinové délky, dosahuje
maxima pii Apax = 500 nm. Méné castéjsi je vyjadfeni rozdéleni intenzity podle frekvence
I, = %Sm Z podminky % dostaneme v = 2’82”, odkud po tupravé obdrzime A, 1" =

0,0051, coz dava polohu maxima Ay.x = 800 nm. Tedy obé vinové délky se vyrazné odlisuji.

Uloha 1.17 Urcete tbytek hmotnosti Slunce prost¥ednictvim slune¢niho vétru. Predpoklé-
dejte sféricky symetrické Sifeni slunec¢niho vétru meziplanetarnim prostorem a vypocet pro-
vedte za predpokladu, ze veskera hmotnost ze Slunce prochézi sférou ve vzdalenosti 1 AU Je

zaddno v = 500km.s~!, r = 1 AU, n = 7 protonti.cm>.



1 ZARENI HVEZD

Reseni: Sférickou vrstvou o poloméru r projde dM = pdV = (nmy) (4nr?vdt). Zmenseni
hmotnosti lze vyjadrit % = 4mr?nmy = 4mr?pv. Numerickym dosazenim obdrzime ubytek
hmotnosti Slunce 3.10~'* M .rok ™.

Uloha 1.18 Vztah hmotnost - zafivy vykon pro hvézdy hlavni posloupnosti s velkou hmot-
nosti lze priblizné vyjadiit vztahem log% =~ (0,781 + 2,760 log M%, kde M je pocatecni

hmotnost. Ubytek hmotnosti hvézd v jednotkach Mg .rok ' lze zachytit vztahem log % >
—12,76 4+ 1,3 log %. Doba pobytu na hlavni posloupnosti je dana vztahem log myp = 7,719 —

0,655 log MM@' Urcete tbytek hmotnosti hvézdy na hlavni posloupnosti, jestlize po¢atecni hmot-
nosti hvézd byly 25 M@, 60 M@, 120 M@.

Reseni: Nejprve uré¢ime dobu pobytu 7ip hvézd na hlavni posloupnosti; postupné je tato
doba pro jednotlivé hvézdy 6,4.10° rokd, 3,9.19¢ roki a 2,3.10° rokt. Déle stanovime log %
— 4,639, 5,689, 6,520. Nasleduje vipodet tibytku hmotnosti vyjadieny v jednotkach My .rok "
~1,9.1077, 4,3.107%, 5,2.1075, coz dava celkové tbytky hmotnosti 1,18 M, 17 M a 119 M,
v procentech 5%, 28% a 99% puvodni hmotnosti.

Uloha 1.19 V jaké vzdalenosti od Slunce se nachézi fokusac¢ni bod F gravitaéni ¢ocky? Mohou

Slunce respektive Proxima Centauri slouzit jako gravitacni c¢ocky?

Reseni: 7 obrazku je ziejmé, Ze tan § = %, = F = tafl 5. V priblizeni slabého gravitacniho

pole s ohledem na maly thel  obdrzime F ~ & ~ ¥ ~ P i g = 2% Dgle pii b~ R =
g

F ~ &R Piikladné pro Slunce F = 1,7.10" m. Protoze ZS ~ [ = 1,5.10" m, potom F > .
Tudiz ze Zemé nemiizeme pozorovat efekt gravitaéni ¢ocky v gravita¢nim poli Slunce. Nejblizsi
hvézda Proxima Centauri se od Zemé nachdzi ve vzdalenosti [ ~ 4.10m > F. Libovolna
z hvézd tak mize slouzit jako gravitacni ¢ocka. Je vSak nutné, aby zdroj zafeni hvézda —
¢ocka a pozorovatel se nachazeli na jedné primce. V ramci OTR, silném gravita¢nim poli,
je ohniskova vzdalenost urc¢ovana z Einsteinova vztahu F' ~ % ~ 41);3\24 Pro Slunce b ~ R
obdrzime F' =~ 8,3.10® m. Proto zlistavaji v platnosti pfedchozi zavéry pro slabé gravitacni
pole.
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2 Zaklady hveézdné spektroskopie

Uloha 2.1 Vyjadfete energii fotont [eV] charakterizujicich
a) Lymanovu hranu o A = 91,2nm
b) nebularni ¢aru O III A = 500,7 nm
c) ¢aru H, Balmerovy série vodiku A = 656,3 nm
d) emisni ¢aru NH; A = 1,3 cm.
e) ¢aru neutralniho vodiku A = 21 cm.
Regend: 2,17.10718J = 13,55¢eV, 2,46eV, 1,88¢eV, 9,49.107° eV, 5,87.10 % V.

Uloha 2.2 Vypocététe pét nejnizsich energetickych hladin atomu vodiku. Ve spektrech kvasarti
je zpravidla dominantni spektralni ¢ara L, vznikajici pfi pfechodu z energetické hladiny n = 2
na hladinu n = 1. Urcete jeji vlnovou délku.

Reseni: —13,583eV, —3,390eV, —1,511eV, —0,849eV, —0,543 eV; 121,6 nm.

Uloha 2.3 Stanovte vlnovou délku svétla vyzafeného atomem vodiku pfi pfechodu z energe-
tické hladiny n = 6 na hladinu n = 2. O jakou sérii a barvu jde?

Reseni: Balmerova série, ¢tvrta ¢ara Hs s A = 410,2 nm, fialova barva.

Uloha 2.4 Lze z povrchu Zemé pozorovat ¢ary mezihvézdného vodiku vznikajici pii pfechodu

z desaté na devatou energetickou hladinu?

Reseni: Dosadime do vztahu \ = ﬁ = 4.10"° m, ¢ary lezi v submilimetrovém pasmu

v infracervené oblasti spektra a nemiizeme je z povrchu Zemé pozorovat.

Uloha 2.5 Jakou spektralni ¢aru miizeme oéekavat ve viditelné ¢asti spektra protuberance
pri excitaci vodikovych atomt elektrony o energii 2,0 eV?
Reseni: )\ > % = 621,5nm, podminku splnuje ¢ara Balmerovy série H, o vlnové délce

A = 656,28 nm, pro kterou plati /1\ =R (2% — 3%)

Uloha 2.6 Vypoditejte minimalni energii elektront, které jsou schopny excitovat kyslikové
ionty O III na prvni B — 1Dy a druhou C — 'Sy metastabilni energetickou hladinu, na které
mohou atomy v astrofyzikalnich podminkach setrvavat sekundy az minuty. Vime, Ze zakazana
¢ara vznikajici pfi pfechodu C—B mé vlnovou délku [O III] A = 436,3nm a pii pfechodu
z B—A [O III] A = 500,7 nm. Jaka je potfebna kinetickd teplota T} k tomu, aby se atomy
dostaly na energetické metastabilni hladiny B a C?

Reseni: E = hs, %va = %ka, prechod A—B, = 3,9.107"J, Ty = 19000 K, pfechod
A—C, £E=85.10"1J, T} = 40 000 K.

Uloha 2.7 Prvek helium byl poprvé pozorovan francouzskym astronomem P. J. C. Jansenem
18. srpna 1868 v Indii ve spektru protuberance v pritbéhu tplného zatméni Slunce. Zluté
spektralni ¢ara, tehdy oznacené D3, o vinové délce 587,6 nm, se nachazela v blizkosti ¢ar sodiku
D; a D,. Ve skutecnosti je tripletem ¢ar 587,562 nm, 587,565 nm a 587,599 nm, rozlisitelnym
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2 ZAKLADY HVEZDNE SPEKTROSKOPIE

pouze vysokodisperznimi spektrografy. Stanovte energii vyssi energetické hladiny, z niz pfi
prechodu na nizsi hladinu 20,88 eV c¢ara vznika.
Reseni: 22,98¢eV.
Uloha 2.8 Uzitim vyrazu pro energii elektronu v zakladnim stavu vodiku F = M
Y g h
zjistéte, zda kmitoCty spektralnich ¢ar rozdilnych ionti, napt. H I a He IT se mohou shodovat.

Reseni: Kmitocet ¢ary v z horni energetické hladiny k& na spodni hladinu n je dan vzta-

hem hr = n—E2 — k% Podminku pro stejné kmitocty zapiseme ve tvaru m;Z? (ni% - k—%) =
meZ2 (% — 2 ), kde indexy 1,2 odlisuji rozdilné ionty. Pii zanedbani rozdilnosti redukova-
2 ns k2 y L y

nych hmotnosti m, 5 elektronu v rozdilnych iontech, rovnice vyhovuje vSem celym ¢islim Z; ,
n12, k12, pro kterd plati nékterd z podminek Ziny, = Zong a Zi1ky = Zsk,. To znameni, ze
kazda vodikova Cara m, <« ki priblizné koinciduje s ¢arou He Il ny = 2ny <« ky = 2k;.

Rozdilnost redukovanych hmotnosti zpiisobuje maly posuv kmitocti dany vztahem 1 = .

Uloha 2.9 Vypoditejte nejpravdépodobnéjsi rychlost atomii vodiku a Zeleza ve sluneéni
koréné pii teploté 10° K. Porovnejte tuto rychlost s parabolickou rychlosti u Slunce.

g 1/2

Resent: vy, = (%#)1/2, 128 km.s™!, 17km.s™, v, = <2G1‘}§—§> = 617km.s™!. Hod-
noty rychlosti atom vodiku a Zeleza jsou nizs$i nez hodnota tnikové rychlosti Slunce, proto
zustavaji v koroné.

Uloha 2.10 Dokazte, Ze gravitacni pole Slunce nemtize udrZet elektrony ve sluneéni koréné,
kterd mé teplotu 10° K. Zddvodnéte, pro¢ vSak piesto zlistavaji v koréné Slunce.

3 1/2 1/2
Reseni: v, = 27712_T = 5500km.s7!, v, = <2G1‘1§—§> = 617 km.s!, coulombovska

pritazliva sila elektrond k protoniim zpisobuje, Ze zustavaji v koréné Slunce.

Uloha 2.11 Na difrakéni miizku se 100 vrypy na mm dopada kolmo rovnobéiny svazek
bilého svétla. Pomoci spojky s ohniskovou vzdélenosti f = 0,3 m umisténé tésné za miizkou,
se vytvori na stinitku spektrum. Vypocitejte, v jaké vzdalenosti od sebe se na stinitku nachazi:
a) Cervend a fialova barva ve spektru II. fadu

b) konec spektra I. fadu a zacatek spektra II. Fadu.

Piedpoklddejme vlnovou délku fialové barvy Ay = 400 nm, ¢ervené barvy A\, = 760 nm.

Reseni: Pro ¢ervenou barvu ve spektru II. fadu plati sin a, = 2%, pro fialovou analogicky
sinay = Q%f. Dosazenim hodnoty miizkové konstanty obdrzime o, = 8°45', ay = 4°35".
Vzdalenost obou barev ve spektru II. fadu je Az = z, — x5 = f(tga. — tgoy) = 22,2nm.
Zacéatek spektra II. fadu (fialova barva) je vzdélen od konce spektra I. fadu (¢ervena barva)
oAz =z; — 2, =1,0mm.

Uloha 2.12 Kolik vrypit na mm musi mit difrakéni miizka, aby ve spektru II. fadu bylo
mozné rozlisit cary sodikového dubletu, u kterych jsou vlnové délky 589,0 nm a 589,6 nm?
Stanovte linearni vzdalenost mezi uvedenymi ¢arami na spektrogramu ve spektru I. fadu
ziskaného mrtizkou s 600 vrypy na mm, jestlize ohniskova vzdalenost kamery je f = 0,8 m?
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Reseni: )\ = ’“LQ)‘? = 589,3nm, N = ﬁ = 491. Hledana vzdalenost je Ax = x5 — x7,
1 = ftgay, xa = ftgas, thly uréime sina; = A giny = ’\Tj. Dosazenim dostaneme

a0
Ax = 0,36 mm.

Uloha 2.13 Ve spektrech nékterjch obrii spektralni t¥idy K pozorujeme vjrazné ¢ary lithia
s vlnovymi délkami 670,776 nm a 670,791 nm. Patii pfechodtm 22P; /5 — 22575, 22P3/5 —
2251 2. Kolik vrypti na 1 mm musi mit difrakéni mifzka s §iikou D = 4 cm, aby umoziiovala
v prvnim Fadu rozlisit uvedené vinové délky?

A _ -1

Reseni: Pocet vrypti uréime dosazenim do vztahu é =
Uloha 2.14 Uréete minimalni rychlost v, kterou se musi kosmicka sonda se spektrometrem
s difrakéni mfizkou na palubé vzdalovat od Slunce, aby bylo mozné pozorovat pohyb sondy
vzhledem ke Slunci v optické ¢asti spektra vodiku v II. fadu. Jaky pocet vrypi N musi mit
difrakéni mrizka? Povrchovou teplotu Slunce pokladejte za 5780 K. V tloze predpokladame
klidné Slunce, modelové zjednodusené budeme predpokladat teplotni rozsifeni vodikovych car.
Rozsiteni kridel ¢ar srazkami budeme zanedbévat.

Reseni: Pro priitkaznost pozorovani pohybu sondy z dopplerovského posuvu je nezbytné,
aby posuv spektralni ¢ary byl vétsi nez jeji sitka, podminéna tepelnym pohybem atomu vo-
diku. Tudiz rychlost sondy musi prevysovat stiedni kvadratickou rychlost vodikovych atomu
pii teploté 5 780 K. Jde o podminku v > v, = 10km.s~!. Minimalni podet vrypi je uréovan
vztahem R = mN = ﬁ, dale plati ﬁ = <. Pfi m = 2 obdrzime N > 1,5.10*. Odhad
nezahrnuje dopplerovsky posuv podminény rotaci Slunce.

Uloha 2.15 Urcete, ktery z posuvii spektralnich ¢ar, gravitacni ¢i dopplerovsky vyvolany ro-
taci u Slunce pievlada. Rovnikova rychlost prevracejici vrstvy Slunce je 1,93 km.s™1, k zjisténi
posuvl pouzijte ¢aru Hg o vlnové délce A = 486,1 nm.

Reseni: Velikost gravita¢niho rudého posuvu A\ = %A = 1073 nm porovname s veli-
kosti dopplerovského posuvu A\ = 2\ = 3.1073 nm.

Uloha 2.16 Pii zvlasté presnjch méfenich radidlnich rychlosti je t¥eba provadét rovnéz
opravu na pohyb Zemé kolem hmotného stfedu soustavy Zemé — Mésic, tzv. barycentra.
Stiedni rychlost tohoto pohybu je 12,4 m.s~t. Porovnejte velikost této opravy s relativistickou
korekci na pri¢ny kvadraticky Dopplertiv jev pfi zménach rychlosti o

a) 30 km.s™!
b) 300 km.s™ .
Reseni: Pro ptiény Dopplertiv jev, pii zanedbani ¢lenfi s vyssimi mocninami, plati vztah
p— —, predpokladdme platnost vztahu v = c%.
1+35a
a) B =12 =0510"%, v =c8 =15ms",
b)&2 =0,5.107% v = 150 m.s~".

V prvnim pfipadé pticny Dopplertiv jev nemusime uvazovat, v druhém ano.

Uloha 2.17 V detailnim spektru Slunce u vodikové ¢ary Hg o vlnové délce A = 486,133 nm
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2 ZAKLADY HVEZDNE SPEKTROSKOPIE

byla nalezena dalsi ¢ara o vlnové délce A = 485,998 nm. Predpokladejme, Ze tato ¢ara patii
izotopu vodiku. Urcete o jaky izotop jde.

. . R .
Reseni: 7 atomové fyziky je zndm vztah A\yRy = ApRp, R = . +°fne. Pii zanedbani
M
’ sy _AH _ Me __ me ¢ me 1 o me 1
malych veli¢in dostaneme 1 = T e Dosadime e = Tam @ obdrzime e = T
MD ~ o . o
tedy = 2, izotopem je deuterium.

Uloha 2.18 V blizkosti ¢ary H, s vlnovou délkou A\ = 656,282 nm byla v podrobném spektru
Slunce nalezena rovnéz ¢ara s vlnovou délkou A = 656,103 nm. Za predpokladu, ze tato cara
patfii izotopu vodiku, urcete izotop.

Reseni: Postupujeme stejné jako v predchozi tiloze, izotopem je deuterium.

Uloha 2.19 Naleznéte sifku spektralni ¢ary Fe XIV o vlnové délce A = 530,3 nm pochézejici
ze slunec¢ni emisni korény o teploté 10° K.

Reseni: AN 220,08 nm.

Uloha 2.20 Stanovte §iiku A\ pro teplotni rozsifeni ¢ary K Ca II o vinové délce A = 393,4nm
pro atmostéry cervenych obrii s teplotami 3 000 K, 5000 K. Diskutujte vysledek s ohledem na
vyznam teploty pro rozsifeni této ¢ary. Jak ovliviiuje velikost Sitky spektralnich ¢ar rozdilna
hmotnost jednotlivych atomti napt. u vodiku, helia, vapniku a zeleza?

Reseni: AXN = 2 (%WT)U ? jednotlivé hodnoty &fiek A\ se ligi clenem T2, Pro &ru
K Call a jednotlivé teploty dostaneme AX; = 0,0029 nm, AXy; = 0,0037 nm. Pii fyzikalni
podminkach ve fotosférach je teplotni rozsifeni zpravidla dominantni. S rostouci hmotnosti
atomil klesa Sitka car.

Uloha 2.21 Urcete §itku spektralni ¢ary kysliku O III s vinovou délkou A = 500,7 nm, kterou
muzeme identifikovat ve spektru plynné emisni mlhoviny o teploté 10 000 K.

Reseni: AX = 0,01 nm.

Uloha 2.22 Vypoditejte siitku ¢ary H,, znéte-li ze pro rozsifeni spektralnich ¢ar srazkami
plati A\ 2 22 _L_ o Xno (212 preqpoklsdame vodikové atomy ve sluneéni fotosfére pi
Aty c T m

teploté 5 780 K a hustoté atomt 1,5.1023m 3, o = 3,6.1072° m?.

Reseni: Pro vodikovou ¢aru H, je A\ = 2.4.10° nm, coz je hodnota velmi mald, srov-
natelna s pfirozenym rozsifenim spektralni ¢ary. Pii nartistani hustoty atomt ve fotosfére se
srazkové rozsifeni zvysuje.

Uloha 2.23 Dokaite, ze celkové intenzita ¢ary uréovana dopplerovskym profilem je rovna

I = 2 Xovm /I (N), kde Ag je vlnova délka stiedu ¢ary, vy, je nejpravdépodobnéjsi rychlost
Castic, I (N\g) je intenzita ve stiedu Cary. Pii integraci vyuzZijte fooo e dx = /7.

Uloha 2.24 Ekvivalentni $ffkou ¢ary W) rozumime $ifku obdélnika, udévanou zpravidla
v nm, jehoz plocha je ¢iselné rovna plose vymezené spektralni ¢arou, pricemz vyska je rovna
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intenzité spojitého spektra I,. Urcete ekvivalentni §itku ¢ary za predpokladu, ze ma
a) trojuhelnikovy profil se zakladnou A\
b) parabolicky profil s sitkou u zékladny AN.

Reseni: W, = (1 — %) %, W, = % <1 _ %) A

Uloha 2.25 Odhadnéte pomoci vypoétu minimalni §ifku Fraunhoferovych éar vodiku ve
spektru Slunce. Porovnejte vypoctené sitky spektralnich ¢ar s tabelovanymi tdaji o ekviva-
lentnich sitkach nejmohutnéjsich ¢ar v nésledujici tabulce. Pfitom méjte na paméti definici
ekvivalentni sitky:.

A[nm]  ekvivalentni Sitka [nm] prvek, iont

393,3682 2,0253 Call
396,8492 1,5467 Ca II
656,2808 0,4020 H,

486,1342 0,3680 Hy

410,1748 0,3133 H;

434,0475 0,2855 H,

518,3619 0,1584 Mg 1
385,0922 0,1554 Fe I
4226740 0,1476 Cal
517,2608 0,1259 Mg I
404,5825 0,1174 Fe I
438,3557 0,1008 Fe I
516,7327 0,0935 Mg 1
388,6294 0,0920 Fe I
440,4761 0,0898 Fe I
390,5532 0,0816 Sil
406,3605 0,0787 Fe I
588,9973 0,0752 Na I
407,1749 0,0723 Fe I
589,5940 0,0564 Na I

Reseni: Vedle jinych pii¢in je rozhodujici rozsifeni ¢ar vyvolané tepelnym pohybem
atomt. P¥i teploté 5780 K je rychlost vodikovych atomti asi 12 km.s~!. Vlnova délka 500 nm
viditelného svétla se pii takové rychlosti posouva o AX = A2 = 0,02nm. Sitka ¢ary je tak
2A\ = 0,04 nm. Ve skutecnosti jsou vsak balmerovské ¢ary mnohem Sirsi nez ¢ini tento hruby
odhad, dtlezité je rozsifeni kiidel car srazkami. Jednotlivé ¢asti zejména mohutnych spekt-
ralnich ¢ar vznikaji v réiznych vrstvach atmosfér.

Uloha 2.26 Doba existence elektronu v prvnim a druhém excitovaném stavu u atomu vodiku
je pfiblizné At = 10~%s. Urcete velikost pfirozené &iiky ¢ary H, o vlnové délce A = 656,3 nm.

5 o , " ~ A2 ~ _
Reseni: Dosazenim obdrzime A\ = 2 <A%1 + ﬁ) ~ 4.6.107° nm.

2rc
Uloha 2.27 Spektralni ¢ara o vinové délce A = 532,0 nm vzniké jako vysledek piechodu mezi
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2 ZAKLADY HVEZDNE SPEKTROSKOPIE

dvéma nabuzenymi stavy atomu, jejichz stfedni doba Zivota je rovna 12ns a 20ns. Urcete
prirozenou Sitku cary AN.
Reseni: AX =2.10"°nm.

Uloha 2.28 Urcete pfirozenou §iiku spektralni ¢ary pro A = 500nm a konstantu tGtlumu
v=10%s71.

= . 2 2 _
Reseni: Av =2, AN=2Ap =27 —10"5nm.
2 c 2¢

Uloha 2.29 Necht teoreticky uvazovana hvézda spektralni t¥idy BO V mé periodu vlastni
rotace P = 2dny. Naleznéte charakteristickou Sitku ¢ary ve spektru této hvézdy ve vizualni
oblasti spektra pro ¢aru Hg, A = 486,1 nm, pfedpokladame-li, Ze osa rotace je kolma k zornému
paprsku. Uvedenda hvézda ma polomeér 7,5 R .

Reseni: Rotaéni obvodova rovnikové rychlost je rovna v, = % = 200 km.s™!. Rozsiieni
¢ary podminéné rotaci je ddno vztahem A\, = A*, po dosazeni obdrzime A\, = 0,3 nm.

Uloha 2.30 Velmi Siroké ¢ary zptisobené rotaénim rozsifenim pozorujeme u hvézd spektralni
tiidy A. Jestlize pro ¢aru H, o vlnové délce 434,0nm jedné hvézdy byla zjisténa Sitka cary
A),. = 0,08 nm, jakych hodnot dosahuje v, sin?

Reseni: AN, = 2v,048ind, typ sind = 55 km.s~ 1.

[

Uloha 2.31 U hvézdy v Persei F5 II byla spektroskopicky zjisténa hodnota v, sini =
46 km.s~!. Uréete hodnotu A\, pro ¢aru Fe II 450,8 nm.

Reseni: A\, = 0,07 nm.

Uloha 2.32 Jaky vliv mé4 ztemnéni na okraji disku hvézdy na rozsifeni spektralnich car
vyvolaném rotaci hvézdy?

Reseni:  Okrajové ztemnéni zmensuje rozsiteni ¢ar spojené s rotaci hvézdy.

Uloha 2.33 Spektrograf miiZe rozlisit posun vlnovych délek 0,001 nm. Jaka je minimélni
velikost magnetické indukce, kterou lze zjistit u hvézdy na vlnové délce 450 nm.

Reseni: VyuZijeme vztah pro Zeemaniiv jev A\ = 47A\?B, odkud B = 0,1 T.

Uloha 2.34 Odhadnéte ocekavanou velikost magnetické indukce hvézdy stejného typu jako

Slunce s dobou rotace 10%s, R = 108m, T" = 6.10% K, kterou lze na zékladé méfeni Zeemanova

jevu zjistit v optické oblasti spektra prostfednictvim c¢ary Fe I o vinové délce 630,25 nm.
Reseni: Pro spektroskopickou zjistitelnost musi platit Adz > AXot+Aliep, tedy 47TA2B >

1/2 ) ..
Avp 4 22 (%—T) / , dosazenim obdrzime B > 0,4 T.
C C m

Uloha 2.35 U hvézdy HD 215 441 o povrchové teploté 15 000 K a rota¢ni rovnikové rychlosti
v radidlnim sméru 5km.s™! bylo zjisténo rozstépeni spektralni ¢ary Cr II o vlnové délce
455,8 nm v disledku Zeemanova jevu AX = 0,03 nm. Urcete velikost magnetické indukce B.
Je rozstépeni realné zjistitelné pii fotosférickych podminkach této hvézdy?
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Reseni: Pro rozsifeni vyvolané Zeemanovym jevem vyjadienym v SI plati: A\, = 47\ B,
odtud B = 3,4T. Jev bude spektroskopicky zjistitelny, pti Az > Aot + Aliep, tedy Adz >

1/2
2 (4)

o , po dosazeni obdrzime: 0,03 nm > 0,021 nm.

Uloha 2.36 Zeemanovské rozstépeni miizeme rovnéZ pozorovat u velkych slune¢nich skvrn,
kde se vyskytuji silnd magnetickd pole sméfujici radidlné k povrchu Slunce. Urcete velikost
magnetické indukce skvrny, jestlize rozstépeni zelené spektralni Cary zeleza o vinové délce
A = 525,0216 nm ¢ini AX = 0,004 nm. Jaké rychlosti by odpovidal tento posuv, jestlize by byl
vyvolan dopplerovskym posuvem v dtisledku radialniho pohybu.

Reseni: Ze vztahu A)z = 47)\%B stanovime B = 0,3 T. Riiznost vlnovych délek rozsté-

penych car odpovida rychlosti v, = c% = 2km.s™ L.

Uloha 2.37 Rota¢ni osa hvézdy je kolmé ke sméru k Zemi, jeji rotacni rovnikova rychlost je
100 km.s!. Lze pii této hodnoté rychlosti pozorovat zeemanovské rozstépeni ¢ary o vinové
délce A\ = 430 nm, predpokladame-li velikost magnetické indukce 0,1 T?

Reseni: Aoy = 222t = 0,28 nm, AXy = 47A\*B = 8,7.10~*nm. Nelze tedy spektrosko-
picky rozsiteni Car zjistit.

Uloha 2.38 Ve spektru lithia prvni dvé ¢éry hlavn{ série patii piechodtim 2 2Py /5 — 225, s,
22P3/2 — 2281/2. VInové délky téchto car jsou rovny 670,776 nm a 670,791 nm. Urcete ve-
likost indukce magnetického pole, kterd vytvaii orbitalni pohyb elektronu v atomu lithia ve
stavu 2 P. Lambtiv posuv neuvazujeme.

Reseni: Rozdil energii je spojen s pievracenim spinu elektronu v magnetickém poli, vy-

tvofenym jeho orbitalnim pohybem. Plati B = i—i = f@g = ;;ﬁ; =0,36T.
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3 Nitro hvézd

Uloha 3.1 Urcete mnozstvi uvolnéné energie pti vzniku 1 jadra atomu helia ze ¢tyt jader
atomt vodiku. Porovnejte s mnozstvim energie uvoliiovanym pii 3o procesu.

Reseni: pp Tetézec: Am = 41H — jHe = 4,76.107 ¥ kg, AE = Amc? = 4,29.10712 ], tedy
26,8 MeV. Pro 3a proces: Am = 33He — {2C = 1,29.107% kg, AE = Amc? = 1,16.10712 ],
tudiz 7,2 MeV.

Uloha 3.2 Najdéte vazebnou energii jadra atomu lithia Li, jestlize hmotnost atomu My; =
7,01601 u, Hmotnost protonu je 1,00783 u, hmotnost neutronu je 1,00867 u.

Reseni: Obdobnym postupem jako u prvni tlohy uréime AE = 39,3 MeV.

Uloha 3.3 Uréete minimalni hmotnost hvézdy, aby centralni teplota umoziiovala pritbéh

termonuklarnich reakei. Predpokladéme rozlozeni hustoty p = pe [1 . (gf] . chemické slozent

shodné se Sluncem, 1 = 0,61, hvézdna latka je nedegenerovana. Pro pp fetézec je nezbytna
minimalni teplota 4.10° K, pro CNO cyklus 15.10° K, 3o reakce 108 K.

P oS om i AL _ 15M _ 15GM? ; ; . Cq 1.
Reseni: Uzijeme vztahy p. = >55, Pe = J5-pr a dosadime do stavové rovnice pro idealni

plyn P = 4T = T, = 347 5. Odtud obdrzime M = 2LH4.

Uloha 3.4 Termonuklearni reakce probihajici ve Slunci byly v Sedesatjch létech minulého
stoleti ovéfovany R. Davisem pii sledovani toku neutrin ze Slunce pomoci chlér-argonové
reakce

v+ 3TCl — e~ + 3TAr — 0,814 MeV.

Pii ni jadro izotopu chléru zachyti neutrino a pfeméni se na jadro izotopu argénu, ma-li
energii véts nez 0,814 MeV. Stfedni Géinny priifez reakce je o = 2.107% m?2. Pfedpokladame,
7e Slunce vyzafuje za sekundu N = 3.10%® vysoce energetickych neutrin s energii 6,7 MeV,
vznikajicich pii reakci 8B — §Be + et + v. Uréete nezbytné mnozstvi perchloretylénu C,Cly,
aby v ném vzniklo za rok 100 atomii 35Ar. V pifrodni smési izotopti chléru je obsaZeno podle
hmotnosti n = 25% jader 31Cl, st¥edni polomér drahy Zemé kolem Slunce volte r = 1,5.10! m.

Reseni: Pocet atomt 3LAr je n = ¢otNgy, kde t = 1rok = 3,2.107s, Ny je podet atomt

chléru, ¢ = 47]:7{ 5 je tok neutrin na Zemi. Odtud obdrzime N¢ = 4;%. P1i experimentu je

nezbytné pouzit CyCly o hmotnosti M = %ﬂm = pulNg, M = 560 tun. V této tloze je u
molekuldrni hmotnost.

Uloha 3.5 Centralni teploty dvou hvézd jsou T} = 2.108K a T, = 1,8.10° K. Stanovte pomér
mnozstvi uvoliiované energie v nitrech obou hvézd.

Reseni: 7 uvedenych hodnot centralnich teplot vyplyva, Ze jde o hvézdy s velkymi hmot-

nostmi, kde probih4 CNO cyklus, u néhoz mnozstvi uvoliiované energie ~ T8, Hledany pomér
. 20\ 18 . . . e . 2\ z 20\ 18 2\18

je (1—8) , k jehoz vypoctu vyuzijeme vztah lim,, (1 + 5) =e”, tedy (E) = (1 + 1—8) =
2~

e’ =T.
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Uloha 3.6 Porovnejte vlastnosti elektromagnetického zafeni ve stiedu Slunce a na jeho po-
vrchu, predpokladdme-li T = 1,5.10"K a Tp = 5,8.10° K.

Reseni: Vyjdeme z vlastnosti fotonového plynu. Pocet fotondl v objemové jednotce je

ET\? [* 22 STk, S . e
n=8r|— dr = 2,404 T° = 2,03.10"T°, hustotu energie fotont vyjadiime
he o e —1 h3c3

kT\® o g
u = 87 (h_) k:T/ z 1dx = 7,57.1077*. Pro stiedni energii pfipadajici na jeden
c o €' —

foton lze odvodit Ey = 2,70kT = 3,73.107%T. Pro tlak zéfeni plati P, = 27", intenzitu
zéfeni vyjadiime I = oT*. Propod¢itané vysledky shrneme v tabulce:

Vlastnosti Povrch Slunce 5,8.10°K  Stied Slunce 1,5.10" K
Stfedni energie fotonu [eV] 1,3 3,5.103
Hustota fotont n [m™3] 4.1018 7.10%
Hustota energie u [J.m ™3] 0,9 4.10"
Tlak zéfeni P,[Pa 0,1 5.1012
Intenzita zéieni I [W.m | 6,4.107 29.10%°

Uloha 3.7 Odhadnéte pomér poc¢tu fotonti a neutrin vyzafovanjch Sluncem za 1 sekundu.
Pr1i termonuklearni syntéze prostfednictvim pp Fetézce se uvoliiuje energie 26,8 MeV, pricemz
neutrina odnasi asi 2-5% této energie.

Reseni: Pocet fotonti vyzafenych Sluncem za 1 sekundu je ddn vztahem ;7%47TR2@ o
1,8.10%. Pocet neutrin se stfedni energii lze odhadnout takto. V prvni tiloze jsme vypocetli
energii 4,29.107'2 J uvoliiovanou pii syntéze vodik — helium. Slunce za jednu sekundu vyzari
3,8.10%¢ J. Tedy za jednu sekundu vznikne piiblizné 103® heliovych jader. P¥i vzniku jednoho
heliového jadra vzniknou dvé neutrina, proto za kazdou sekundu vznikne 2.10% elektronovych

neutrin. Pomér poc¢tu fotont a neutrin je piiblizné 107.

Uloha 3.8 Odhadnéte hodnotu centralniho tlaku v nitru Slunce.

Reseni: 'V zjednoduseném piibliZzeni plati pro tlakovou silu na jednotkovou plochu tedy
tlak P, = 4G%, po dosazenim c¢iselnych hodnot hmotnosti a poloméru Slunce a primérné
hustoty p = 1,4.103kg.m™3 dostaneme pro tlak P. = 10' Pa. Podle standardnich modelt
Bahcalla je ve skutecnosti centralni tlak o fad vyssi.

Uloha 3.9 Piedpoklddejme v nitru Slunce jednoatomovy plyn, pro adiabatickou rychlost

1/2
zvuku plati vztah v, = <%) . Za jak dlouho zvukové viny projdou polomérem Slunce?
g 1/2
Reseni: Privy = g 1ze zjednodusené predpokladat v, = <g£> ,kde P = %. Po dosazeni
o
obdrZime v, = 8.10° m.s™!. Polomérem Slunce projdou zvukové viny za t = Ijj—f = 17 min.

Uloha 3.10 Odhadnéte centralni tlak a teplotu ve hvézdé hlavni posloupnosti s polomérem
1,3 Ry a hmotnosti 1,8 M. Pro zjednoduSeni predpokladdme stejnou stavbu a chemické
slozeni jako ma Slunce.

B P, R 4 M 2 T Ro M
S 7. c Y © o~ c ©
Resen’l. Py ( R ) ( M ) = 1,1, Tew — R M,

I

1,4.



3 NITRO HVEZD

Uloha 3.11 Podle standardnfho modelu nitra mé hvézdna latka v centralni ¢asti Slunce
hustotu 1,48.10° kg.m ™2 a teplotu 1,56.107 K, hmotnostni zastoupeni vodiku X = 0,73 a helia
Y = 0,27, prispévek tézsich prvki lze v prvnim pftibliZzeni zanedbat. Vypoctéte tlak, ktery zde
ptisobi za predpokladu, Ze vodik a helium jsou plné ionizovany a chovaji se jako idealni plyn.
Vypoctéte rovnéz tlak zareni a oba tlaky porovnejte. Stredni relativni hmotnost pripadajici
na jednu c¢astici smési oznacime i,

Reseni: P, = %pT = 3,210 Pa, P, = 32T* = 1,5.10"® Pa. Podstatny je tlak plynu, tlak
zateni je zanedbatelny.

Uloha 3.12 Posudte, zda miize existovat degenerace v nitru Slunce (T, = 1,5.107K, p, =
1,5.10° kg.m=3).

D v , 3 ’ 3/2 .. ’ v ’ v
Reseni: Dosazenim do podminky degenerace p > (WTOO) 103 zjistime, Ze neni splio-

vana. V soucasné fazi vyvoje Slunce je v jeho nitru degenerace nepodstatna.

Uloha 3.13 Odvodte vztah pro rovnovahu gravitacni a tlakové sily v nitru hvézd pii pred-
pokladané polytropni zavislosti tlaku na hustoté.

Reseni: Uvahy lze zjednodusit nasledujicim zptisobem. Pro gravitacni silu plati Forav ~
—7z. Tlakové sila je ddna soudinem tlaku p ~ p” a povrchu S ~ R?, tudiz Fyu ~ p"R* ~
R R? ~ z5—. Obé sily za normalnich podminek klesaji s rozméry hvézdy, pfi jejich rovnosti
nastane rovnovazny stav. Obé sily klesaji stejné pii koeficientu v = %.

Diskutujme dvé moznosti, nejprve necht v > %. V tomto pripadé je tlakova kiivka strmé;jsi
nez gravitacni. Jestlize hvézda ndhodné zvétsi své rozméry, prevladne gravitacni sila a hvézda
se smrsti. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne tlakova sila a hvézda zveétsi svilj rozmer.
Shrnuto zmény objemu hvézdy nemaji za nasledek jeji rozpad.

V pripadé v < % je situace odlisna. Jestlize hvézda ndhodné zvétsi své rozmeéry, prevladne
tlakova sila a dojde ke zvétsovani objemu. Hvézda se stane nestabilni, napiiklad mtize odhodit
vnéjsi vrstvy. Zmensi-li své rozméry dojde ke gravitacnimu kolapsu.

Hvézdna latka bilych trpaslikt se vyznacuje polytropnim indexem blizkym %, ten se vsak
meéni s hmotnosti bilého trpaslika. Pti kritické Chandrasekharové hmotnosti priblizné 1,44 M,
mé hodnotu pravé v = % a bily trpaslik se stava nestabilni.

Uloha 3.14 Uréete centrélni tlak ve hvézdé spektralni tiidy BO o poloméru 8 R, hmotnosti
15 My, centralni teplota je odhadovéna na 3,4.10"K, p, = 0,7.

Reseni: Po dosazeni P, = Zi;pT =1,6.10"Pa, P, = 327" = 3,2.10" Pa.

Uloha 3.15 Ve hvézdé o hmotnosti M hustota klesa od stfedu k povrchu jako funkce radialni

vzdalenosti r podle vztahu p = p, [1 — (%)2] , kde p. je dané konstanta a R je polomér hvézdy.

Naleznéte:

a) m(r),

b) odvodte zavislost mezi M a R,

c) ukazte, Ze priamérné hustota hvézdy je 0,4 p..
Reseni: a) Dosadime do rovnice kontinuity

m(r) = for 4rer?p(r)dr = 47p, UOT r2dr — % for r4dr} = 4mp, (% — %)

20



b) M = m(R) = Sl
SfrpcR3

¢) p= 4 = <L = Odpe.

Uloha 3.16 Pro hvézdu o hmotnosti M a poloméru R naleznéte centralni tlak a provéite
. 2 v/

platnost nerovnice p. > % pro pripady

a) stejné, konstantni hustoty ve hvézdé

b) pro hustotu plati zavislost p = p. [1 - (%)2} :

Reseni: a) Pfi konstatni hustoté plati p = 7, m(r) = [J dnr?p(r)dr = 22°5 = M (}%)3.
Dosadime m(r) do rovnice hydrostatické rovnovahy % = —Gp7z a integrujeme od stfedu
P = P, k povrchu P = 0. Obdrzime P, = Gp [’ ™ dy = 3CM2. 3GM2 -, GM>.

b) Uzijeme vyrazy p(r), m(r) a M(R) z pfedchozich tloh, budeme integrovat rovnici hyd-

rostatické rovnovahy

_ R mq. 2 kR r\2| [r r3 __ 15GM2. 15GM? GM?
P = Gfo pyzdr = 4nGp; fo [1 - (E) } [§ - W] dr = J575T5 TerRT > seitt-

Uloha 3.17 Hvézda spektralni tfidy BO V mé hmotnost ~ 15 M. S vyuzitim vztahu hmot-
nost — zafivy vykon L ~ M* odhadnéte stiedni hustotu hvézdy.

Reseni: Pro hmotnost 15 M, obdrzime L 2 5.10*L,. Efektivni teplotu B0 V lze odhad-
nout na pfiblizné 30 000 K. Polomér hvézdy je 8 Ry, tudiz stfedni hustota p = 40 kg.m 3.

vvvvv

tervalu spektralnich t¥id B0 az M5 plati, ze polomér R ~ M?3/*, zaiivy vikon L ~ M7/2.
Naleznéte jak na hmotnosti zavisi
a) efektivni povrchova teplota
b) stfedni hustota
¢) gravitacni zrychleni na povrchu
) centralni teplota
centralni tlak.

Reseni: Dosazenim dostaneme Top ~ MY2 p~ M75% g~ M~V2 Ty ~ MY4 P~ M7,

)
d
)

e

Uloha 3.19 Jsou zadany dvé hvézdy se spektralnimi t¥idami KO V a KO L.
a) ur¢ete pomér zrychleni na povrchu obou hvézd
b) stanovte pomér st¥ednich hustot téchto hvézd
Tabulkové hodnoty charakteristik hvézd jsou pro KO V: 0,8 My; 0,85 Ro; 5100K a pro
KO I :13 Mg; 200 Re; 4100 K.
2

Reseni: Pro gravitacni zrychleni plati g = G2%, pro gy = 3.10°m.s72, gy = 9.10 > m.s ™2,

pomeér zrychleni je roven gg—Y = 3400. Stredni hustoty urcime ze vztahu p = %%3, pomeér hustot
3

je roven £f = 8.10°.

Uloha 3.20 Efektivni povrchova teplota Siria A je 9400K, polomér 1,8 R, a hmotnost
2,2 M. Urcete zativy vykon v jednotkach zativého vykonu Slunce, absolutni bolometrickou
hvézdnou velikost, primérnou hustotu a odhadnéte centralni teplotu.

Reseni: 22,7 L., 1,35 mag, 530kg.m3, 1,7.107 K.
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3 NITRO HVEZD

Uloha 3.21 Dokaite, e stiedni relativni hmotnost p¥ipadajici na jednu ¢éstici smési plné
ionizovanych atomt v nitru hvézd je rovna p, = 2 kde X, Y, Z oznacuje relativni

; _ ’ 1+3X+0,5Y
mnozstvi vodiku, helia a ostatnich prvk.
1 1

> s, _ 1 _ 4 _ _ _ v
Reseni: pnp = 3, fHe = 3, Mkovy = 2, fr = X v 7~ T ax 1 %Y—i- %Z Protoze
HH HHe Hkovy
lati X +Y + Z = 1 dostaneme u, = .
P M= 173X 10,57

Uloha 3.22 Jak se bude ménit stfedni relativni hmotnost p, ¢astic sluneéni latky, p¥i pred-
pokladu X = 0,70, Y = 0,30 budeme-li hypoteticky postupovat od stfedu k povrchu Slunce.
Rozlisujte ptipady:
a) helium a vodik jsou plné ionizovany
b) helium a vodik jsou 1x ionizovany
¢) helium je neutralni a vodik je zcela ionizovan
d) oba plyny jsou neutralni.

Reseni: Postupnym dosazovanim podle jednotlivych p¥ipadi do vztahu z piedchézejici
ulohy obdrzime 0,615, 0,645, 0,678, 1,29.

Uloha 3.23 Pfedpokladame-li, Ze Slunce je slozeno podle hmotnostniho zastoupeni ze 70%
z vodiku a 30% z helia a jde o plné ionizovany plyn, vypoctéte celkovy pocet
a) volnych elektront
b) protont
c) « Castic.
Vypoctéte nezbytnou energii pro tiplnou ionizaci hvézdné latky. Porovnejte s kinetickou ener-
gii prisludejici teploté T = 107 K. Jednotlivé ionizaéni potencidly jsou Fi,,(H) = 13,6V,
Eion(Hel) = 24,6 eV, Ei,,(Hell) = 54,4¢€V.

Reseni: Podle zadani je ve Slunci 1,4.10%° kg vodiku a 0,6.10%° kg helia. Vodik — 1 proton
a 1 elektron, helium — « Céstice a 2 elektrony. Za téchto predpokladti obdrzime, Ze pocet
volnyrch elektront je 1,2.10°7, protonti 8,4.10%¢ a o ¢astic 9,0.10%°. V piipadé vodiku je ioniza¢ni
energie 1,8.10%7 J, helia 1,1.10% J. P¥i poc¢tu éastic 2,13.10°7 je jejich celkové kinetické energie
SNET = 4,410 J.

Uloha 3.24 O kolik metrii za rok by se musel zmensovat polomér Slunce, aby tbytek gravita-
¢ni potencialni energie pokryval pozorovany vykon Slunce? Pfedpoklddame platnost viridlové
véty 2(Ey) + (E,) = 0.

Reseni: Lo = 3,86.10°W, E, = —3GM2 988 4 8% 1 — &% o[ At = AE,,

At At
2 o « - 10Lo R2 At
AE, = §G%AR. Celkové pro zménu poloméru Slunce dostaneme AR, = —327]\4%
©

5
70m.rok .

Uloha 3.25 Odvodte vztah hmotnost — zafiv§ vykon pro hvézdy na hlavni posloupnosti
(HP) za predpokladu, ze koeficient stfedni opacity « je konst. v celém prifezu hvézdy, tedy
opacita nezavisi na teploté a je stejnd u hvézd riznych hmotnosti. Jde o Thomsontv rozptyl
na volnych elektronech.

22



o G M M, wGM\* L oT4 o [ 1GM
Resent: T, ="""" P, =4Gp—,oT" = , _ T _
coent R PR T9\"%R ) axR® "~ 3xpR _ 3wpR \ ZR
16m20G* 1
=L = M3.
Y

Uloha 3.26 Odvodte vztah pro Eddingtonovu limitu maximalniho zéfivého vykonu hvézdy.
Pti odvozeni predpokladame platnost rovnice hydrostatické rovnovahy, rovnost gravitacni sily
a sily tlaku zareni, v chemickém slozeni uvazujeme pouze vodik.

Reseni: Gradient tlaku je ddn vztahem % = - 4M2, kde « je stfedni hodnota opacity.
Rovnice hydrostatické rovnovahy % = —G% je uvazovana na povrchu hvézdy, tedy pro

r = R. Dosadime a upravime: Lgq = 4’TTGCM , coz je hodnota maximalniho zafivého vykonu,

pri kterém je hvézda jesté ve stavu zarivé rovnovahy. Uzivaji se rovnéz i tyto vztahy: Lgq =
31 M ~ 4 M

1,5.10 s = 3,9.10 L@M_@'

Uloha 3.27 Stanovte Eddingtonovu limitu zafivého vykonu hvézdy s hmotnosti 0,085 M
za predpokladu, ze pro opacitu v blizkosti povrchu hvézdy je dominantni elektronovy roz-
ptyl, jehoz hodnota je déna vztahem x = (1+ X) 0,02m?kg ' P¥i X = 0,7 dostavame
k= 0,034m2kg !, Je tlak zafeni podstatny pro stabilitu hvézd nizké hmotnosti na hlavni
posloupnosti?

Reseni: Dosadime do vztahu pro Eddingtontv limitni zéfivy vykon Lgq = 4’TTGCM =
1,3.10%°° W. U hvézd nizké hmotnosti na hlavni posloupnosti, viz feseni tlohy ¢. 10, Ize tlak
zafeni zanedbéavat.

Uloha 3.28 Uzitim podminky L < Lgq, kde Lgq je dan rovnici Lyq = 2Z€M odvodte
horni limitu pro hmotnost a zarivy vykon hvézd hlavni posloupnosti za zjednodusujiciho

3
predpokladu vztahu hmotnost — zarivy vykon L@ = <MM®) .

4rGe Mo M

B Y . Odtud pii vyuziti

Reseni: Podminku L < 4”GCM miizeme piepsat L— <

1/2
vztahu hmotnost — zafivy vykon obdrzime £ g < <4WECL—@> . Dosazenim A% = 180.
Uloha 3.29 Prostfednictvim rovnice hydrostatické rovnovahy urcete, za jak dlouho se zmensi
polomér Slunce o 2%, jestlize by 10% gravitacnich sil nebylo vyrovnavéano tlakovymi silami.

Reseni: Rovnice hydrostatické rovnovahy mé v zadaném p¥ipadé tvar = —gp+0,1gp.
Pro zjednuseni budeme predpokladat konstantnost dodatecného povrchoveho gravitacniho
zrychleni na povrchu Slunce v pribéhu smrifovani g = 27,41 m.s~2, oc¢ekdvani zména polo-
meéru je priblizné 14000 km. Ze vztahu s = gt2 stanovime cas t = 1000s, tedy asi 17 minut.
Zména poloméru by byla pozorovatelné ze Zemé.

Uloha 3.30 Za predpokladu pfenosu energie v nitru hvézdy zafenim dokazte, Ze teplotni

dr __ 3kL,
gradient je urCen vyrazem G- = — S p.

Reseni: Predpokladame ze zadani platnost zafivé rovnovahy ve hvézdé. Tok zarivé energie
jednotkovou plochou sféry o poloméru r je dan vztahem F' = 47rr2 Energie absorbovana ve
zvoleném objemovém elementu je ; 2/<apd7’ Tlakovy gradient je d£ r = P Aj?’jg, kde dP, =
16" T3dT Dosazenim obdrzime rovmcl pro teplotni gradient.
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3 NITRO HVEZD

Uloha 3.31 Urcete, zda v misté r» = 0,9 R, od stfedu Slunce probih4 pienos energie konvekci
nebo zafenim. Parametry zvoleného mista jsou nésledujici: p = 1,5kg.m™3, x = 10m? kg™ *,
T=410°K,vy= 2 = g, P = 8,7.10° Pa.

cv

g dT —1TdP
Reseni: Konvekce je dominatni pii splnéni podminky — > 7 —, coz lze zapsat

dr ¥ Pdr
3pk L(r) _ v—1TGM(r)

16013 47r? v P or?
konvekce je splinovana.

p. Po dosazeni obdrzime 0,06 > 0,009, tedy podminka nastoleni

Uloha 3.32 Dokaite, Ze v centralni oblasti Slunce neni pfenasena energie konvekei. Mnozstvi
energie uvoliiované na jednotku hmotnosti je odhadovéno na 1,35.10° W.kg™!, v = %, P =
3,20.10 Pa, T =1,56.10" K, x = 0,138 m?.kg .

Reseni:  Minimalni kritickd hodnota energie na jednotku hmotnosti pfenasend konvekci

s _1 4 C e 1 "
je dana vztahem “’T 167@0%%, kde a = 47". Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime pro ener-

gii 1,36 1072 W.kg!. Protoze propo¢itanad hodnota je vét3i nez skuteéné piendSena energie,
prenos konvekci nenastava.

Uloha 3.33 Predpokladejme stiedni hustotu Slunce 1,4.10°kg.m ™3 a stiedni opacitu v nitru
Slunce pro ionizovany vodik x = 0,1 m?.kg'. Urcete stfedni volnou drahu fotonu ve stiedu
Slunce a stfedni teplotni gradient. Za zjednodusujiciho predpokladu, ze stfedni volna draha
fotonu smérem k povrchu je stale stejna, odhadnéte charakteristicky cas, za ktery foton dospéje
z nitra k povrchu Slunce.

Reseni: Stfedni volna draha fotonu je [ = = 7.10%m. Pii centrdlni teploté Slunce

kp
T. = 1,4.10"K a priblizné povrchové teploté T, = 6.10° K je stiedni teplotni gradient roven
aL = TCR;@TP =~ 2,102 K.m™!. Pro sffeni fotonu nitrem Slunce k povrchu plati Ry = 1/z1,
kde z udava pocet absorpci a emisi. Dosazenim dostaneme z = 10*2. KaZd4 emise respektive
reemise probéhne primérné za 107%s, tedy za 10?2108 = 10's = 3.10° rokt dospéje foton

k povrchu.

Uloha 3.34 Odvodte vztah pro periodu radialnich pulsaci cefeid s vyuzitim rovnice hyd-
rostatické rovnovahy. Oscilace pulsujicich hvézd jsou dusledkem rezonance zvukovych vin
rezonujicich ve hvézdném nitru.

. 1/2
Reseni: Adiabaticka rychlost zvuku je dana vztahem v, = (%) , tlak vyjadfime z rov-
nice hydrostatické rovnovahy za predpokladu konstantni hustoty % = —%WGp%, pro tlak

obdrzime P(r) = 27Gp? (R? — r?). Pulsa¢ni perioda je déna vztahem IT 2 2 fOR dr o

2 fOR [%ﬂwap (R? — 7"2)}_1/2dr =11~ ( 3 )1/2.

2vGp

Uloha 3.35 Propo¢téte rovnovahu pro chemické slozeni poméru $2C/2C a 1N /2C ve stiedu
soucasného Slunce. Reakéni Gasy pouzijte z rovnic CNO cyklu. Velmi mald ¢ast asi 2 %
z celkové vyprodukované energie pochazi od CNO cyklu ve stfedové ¢asti Slunce.
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Reseni: Podle prvni a tfeti rovnice CNO cyklu, plati 3(_31155 = %2 = 3.107!. Tedy v cent-
ralnich ¢astech Slunce pii 7' = 1,4.10" K, za piedpokladu, ze CNO cyklus probiha po dobu ale-
14N 14N 13C
sponi 10° rokti, dosahuje pomér hodnoty 0,3. Dale postupné vypoc¢teme pomér 22—0 = %—sz—c.
UN 3108

BE = 3105 = 10% a pfi znalosti *C/E2C = 3.107! dostaneme 1*N/{2C = 3.102. P¥i-
6 .

pominame, Ze ve slune¢ni atmosféte je viak pomér 3C/2C = 1072,

Nejprve

25



4 Hvézdné atmosféry

Uloha 4.1 Vyjadiete Boltzmannovu a Sahovu rovnici v logaritmickém tvaru vhodném pro
vypocty.

ReSeni: Nejcastéji uvadény tvar pro Boltzmannovu rovnici je log 3 Me — 5040

22X A +log

respektive pro Sahovu rovnici log N1 =32 5 log T'— S%OXZ log P, + log % — 1,48, kde XAB
je excitacni potencial v eV, y; je 10nlzacni potencial v eV, teplota v K a elektronovy tlak v Pa.

Uloha 4.2 Jaki ¢ast atomt vodiku bude excitovdna na druhou energetickou hladinu ve
fotosfére Slunce, predpokladame-li jeji teplotu 5 780 K? Necht A je zékladni prvni energeticka
hladina, B je druha hladina, déle je zadano xsp = 10,16eV, gg =4, g4 = 1.

Reseni: Dosadime do Boltzmannovy rovnice log %—i = —%10,16 + 0,6 = —8,26. Odtud
dostaneme Ny = 5,5.107°N,, piiblizné na jednu miliardu vodikovych atomi ve fotosfére
pripada jeden, ktery ma obsazenu druhou energetickou hladinu. Pti pouze fadovych vipoctech

lze vyraz log zanedbat, zpravidla gg a g4 jsou nevelka cisla stejného radu.

Uloha 4.3 Vypoditejte podil atomii vodiku excitovanych na druhou energetickou hladinu
u hvézd s hodnotami teplot fotosfér (zaokrouhleno) 5780 K — Slunce, 9 500 K — Vega a 15000 K
— Rigel. Jaky zavér odtud vyplyva pro intenzitu spektralnich ¢ar atomu vodiku?

Resend: Pro Slunce plati Ngp = 5,5.107?Ny4, u Vegy Ng = 1,6.107°N,4 a pro Rigel Ng =
1,5.1073Ny4. S rostouci teplotou nartistd pocdet atomt na druhé energetické hlading, odkud
pii pfechodech vznikaji absorpéni ¢ary vodiku. Jestlize zamérné modelové neuvazujeme vliv
ionizace, s rostouci teplotou se zvétsuje intenzita vodikovych car.

Uloha 4.4 Necht A je zakladni prvni energetickd hladina iontu O III (ve skutecnosti se sklada,
ze t¥1 velmi blizkych hladin 3P, ; »). Excita¢ni potenciél x ap = 2,48 €V, g4 = 9, gg = 5. Urcete
pocet atomti nachézejicich se na druhé energetické hlading B (piesnéjsi oznadeni je ' D) pii
teploté 10000 K?

Reseni: Dosazenim obdrzime Np = 3,2.1072N4. Pii pfechodu B — A vznikaji ,,zelené”
nebularni ¢ary Ny a Nj.

Uloha 4.5 Uzitim Sahovy rovnice vypocitejte pomér po¢tu H™ iont@l a neutralnich vodiko-
vych atomt ve fotosféfe Slunce. Za teplotu zvolte 5780 K, tedy efektivni povrchovou teplotu,
elektronovy tlak predpokladejte log P, = 0,2Pa, x; = 0,75eV. Pauliho vylucovaci princip
vyzaduje existenci jednoho stavu pro iont, tudiz oba elektrony musi mit opacné spiny. V at-
mosféie Slunce pouze jeden z 107 vodikovych atomti vytvaii podle reakce H +e~ — H™ + v
iont H™.

Reseni: Dosazenim do Sahovy rovnice pii volbé korekéniho &lenu log B(H = log 22 =
0,602, log f\y((gf) = 7,88 = N (HI) = 7,6.10" N (H™). Pouze jeden z 10® vodikovych atomt je ve

formé H™, tedy prevazna cast fotosféry je sloZena z neutralnich vodikovych atomil s hustotou
asi 10" cm 3. Pouze ionty H~ vsak pfispivaji podstatné ke spojité absorpci. Volné elektrony
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poskytuji kovy s nizkym ioniza¢nim potencidlem 4,34eV draslik, 5,14eV sodik a 6,11eV
vapnik.

Uloha 4.6 Stanovte pomér po¢tu atomt Ny ionizovaného a N neutralniho sodiku ve fotosféte
Slunce pfi teploté T' = 5780 K a elektronovém tlaku log P, = 0,2 Pa, ionizac¢ni potencial Na II
je y1 = 5,14 eV, korekéni ¢€len log 22:0) — 0 08.

Bo(T)
Reseni: Do Sahovy rovnice dosadime log =3 5 log 5780 — 2%85,14 —0,2—-0,08 —1,48,
obdrzime log Nl = 3,24, tedy %1 =1,7.103. Stupen lonizace je - +N = 0,9994, tedy 99,94%

atomil sodiku ve fotosfere Slunce je v ionizovaném stavu.

Uloha 4.7 Urcete relativni mnozstvi Fe II ve fotosféie Siria A, kde pfedpokladame piiblizné
T = 10000K, log P, = 1,48 Pa. Prvni ioniza¢ni potencial je xy; = 7,87¢eV, korekéni ¢len

lo 2];5; 1((TT)) = 0,36. Do jaké miry je Zelezo ionizovano 2Xx, jestlize druhy ionizacni potencial je
Y2 = 16,18V a log 2220 — _( 08

B1(T)

Reseni: Dosazenim obdrzime log %7 N1 =344 = Ny = 2,7.10°Ny. Celkové +N = 0,9996,
tudiz 99,96% atomt je Fe II. Pfi Vypoctu poctu atomil Fe III opét pouzijeme Sahovu rovnici
log % N2 = —1,18 = N, = 6,6.1072N;. Celkove 0,062, takze priblizné 6% atomi Zeleza
je ve stavu Fe III.

N+N_

Uloha 4.8 Teplota fotosféry bilého trpaslika DF Procyonu B je rovna T = 8400K pti
elektronovém tlaku log P. = 1,36 Pa. Jakd musi byt teplota obra, aby prvky s ionizacnimi
potencialy x; = 4eV a x; = 8eV se vyznacovaly stejnym stupném ionizace. Predpokladejme
elektronovy tlak v atmosfére obra log P, = 1,00 Pa.

Reseni: Dosazenim do Sahovy rovnice vypoéteme stupeni ionizace u bilého trpaslika
log% = 5,05 pri ionizacnim potencidlu y; = 4eV. Dale fesime Sahovu rovnici pro obra
se zadanym stupném ionizace, hledand teplota obra je T' = 7600 K. Obdobné pro ioniza¢ni
potencial y; = 8 eV dostaneme stupen ionizace log % = 2,65, hledana teplota je T' = 7900 K.

Uloha 4.9 V kterém typu hvézdy, u éerveného obra nebo trpaslika hlavni posloupnosti bude
probihat vyraznéji ionizace; u trpaslika predpokladame teplotu fotosféry T'= 5200 K a elek-
tronovy tlak log P, = —0,50 Pa u obra 7" = 4500 K a log P, = —1,80 Pa. Ionizac¢ni potencialy
necht jsou x; = 5,14eV pro Na a y; = 7,87eV pro Fe.

Reseni: Na zakladé propoctu stupné ionizace ze Sahovy rovnice pro Na dostaneme u obra
log % Nl = 3,69, u trpaslika log % Nl = 3,32, dospéjeme k zavéru, ze pii ionizacnim potencialu
5,14 eV je ionizace vétsi ve fotosfere obra. Obdobné obdrzime u obra log % = 1,14, ve fotosfére
trpaslika log % = 1,18, pfi ioniza¢nim potencidlu 7,87 eV zZeleza. Ve fotosfére trpaslika je
ionizace mirné vyssi

Uloha 4.10 V kterém typu hvézdy u obra nebo bilého trpaslika bude probihat piiznivéji
ionizace, jestlize u bilého trpaslika je teplota fotosféry T = 8 400 K a elektronovy tlak log P, =
1,36 Pa, uobra T' = 7600 K a log P, = 0,80 Pa. Ioniza¢ni potencialy necht jsou y; = 4eV, 8eV

a 12eV. Predpokladame ptiblizné stejné hodnoty korekéniho ¢lenu log 2];5; 1((TT)) pro obé hvézdy.
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4 HVEZDNE ATMOSFERY

Reseni: Na zakladé propoctu stupné ionizace log % ze Sahovy rovnice dospéjeme k za-
véru, ze pii ionizacnim potencidlu 4 eV je ionizace vétsi v atmostére obra, u zbyvajicich ioni-
zacnich potenciali 8 eV a 12 eV naopak v atmosfére bilého trpaslika.

Uloha 4.11 Vypoctem dolozte zavéry spektroskopickych pozorovani, Ze ¢ary neutralniho
vapniku Ca I maji vétsi intenzitu u trpaslikii nez obrt pozdnich spektralnich t¥id. Predpo-
kladame stejnou teplotu obou hvézd 3150 K, ioniza¢ni potencial vapniku je x; = 6,11eV.
Hodnota elektronového tlaku u obra log P, = —2.,7 Pa, v ptipadé trpaslika log P. = —1,2 Pa.
Korekéni ¢len pro vapnik ma pfi zadané teploté hodnotu 0,59.

Reseni: Dosazenim do Sahovy rovnice pro obra obdrzime log & M — 0,78 = N; = 6,03 N,

takze pocet neutralnich atomu je NJION = 0,143, tudiz pouze 14% atomu je neutralnich.

U trpaslika log% = —0,72 = N; = 0,19 Ny, pocet neutralnich atomi je m = 0,840,
takze 84% atomu vapniku je u trpaslika neutralnich.

Uloha 4.12 Dokazte, Ze Zelezo Fe I s ioniza¢nim potencidlem y; = 7,87V je ve fotosfé-
rach obra a trpaslika priblizné stejné ionizovano. U obra je teplota 5200 K, elektronovy tlak
log P. = —0,3 Pa, u trpaslika teplota 7" = 5700 K a elektronovy tlak log P. = 0,5 Pa. Korek¢ni

¢len ma pro obé hvézdy stejnou hodnotu 0,50.
Reseni: Dosadime do Sahovy rovnice pro obra, obdrzime log % = 0,98, stupefl ionizace je
NIJY;N = 0,906, tedy je ionizovano 90,6% atomil. U trpaslika je stuperi ionizace = 0,899,

tudiz je ionizovano 89,9% atomt, ptiblizné stejné jako u obra.

N+

Uloha 4.13 Porovnani intenzit ¢ary Sr II A = 407,7nm se sousedni ¢arou Zeleza Fe I A =
406,3 nm dovoluje odlisit obra, jehoz fotosféra se vyznacuje nizkym elektronovym tlakem od
trpaslika s vysokym elektronovym tlakem, nebot stroncium s ioniza¢nim potenciadlem 5,67 eV
je vyraznéji ionizovano ve fotosféfe obrti. Provéite tuto skutec¢nost pro obra o teploté 4 500 K,
log P, = —1,6 Pa, koreké¢ni ¢len 0,57 a trpaslika o teploté 4900 K, log P, = —0,5 Pa a koreké¢ni
¢len 0,55, obé hvézdy maji spektralni tiidu KO.

Reseni: Pro obra dostaneme ze Sahovy rovnice log & Nl = 3,45 = N; = 2818 Ny, takze

stupen ionizace je NTN = 0,9996 neboli 99,96%. U trpashka obdobnym dosazenim ziskdme
log %1 = 2,94 = N; = 871 Ny, stupen ionizace je o +N = 0,9988, tedy 99,88% ionizace. Nizsi
elektronovy tlak u obra je pfekryt snizenou teplotou, rozdil teplot ¢ini 400 K. Pfesto je jiz

stupen ionizace mirné vyssi u obra.

Uloha 4.14 Ve viditelné ¢asti spektra Slunce jsou nejintenzivnéjsimi ¢ary H a K Ca II, nikoliv
cary balmerovské série vodiku. Objasnéte, proc¢ tomu tak je, zavéry dolozte vypoctem!

Reseni: Zavedeme oznaceni celkového poétu atomti vodiku N¢, podet atomtl v zakladnim
stavu N4, v prvnim excitovaném stavu Ng, Ny pocet neutralnich atomi a N7 pocet ionizo-
vanych atomil. K urceni poctu ionizovanych atomt pouzijeme Sahovu rovnici a k stanoveni
rozlozeni atomti mezi zakladni prvni energetickou hladinou a druhou excitovanou hladinou
pouzijeme Boltzmannovu rovnici. Predpokladame elektronovy tlak v atmosfére Slunce 1,6 Pa.
Pro vodik ze Sahovy rovnice obdrzime N; = 7,5.107°N,. Jeden vodikovy iont H II piipada
na kazdych 13 000 neutralnich vodikovych atomt H I v atmosféfe Slunce. Dosazenim do
Boltzmannovy rovnice dostaneme Np = 5,0.107°N4. Pouze jeden z 200 miliénti vodikovych
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atoml se nachazi na druhé energetické hladiné a mtze vyvolat vznik absorpénich ¢ar Bal-

merovy série. Celkové %—g = NBA;BNA ]]\\[[—g = 5.107%. Vapnik Ca I mé4 ioniza¢ni potencial pouze

6,1eV, tedy poloviéni vzhledem k ioniza¢nimu potenciadlu vodiku 13,6 eV. To ma podstatny

vliv na pocet ionizovanych atomi, nebot Sahova rovnice je velmi citlivd k hodnoté ioniza¢niho
Xi

potencidlu, protoZze 7+ je v exponentu a kT = 0,5eV < x;. Ze Sahovy rovnice dostdvame
Ny

M= 9.10%. Pouze jeden z 900 atomil vapniku je Ca I, prakticky téméi vechny atomy vap-
niku jsou ve stavu Ca II. Z Boltzmannovy rovnice pro obsazeni excitovanych hladin obdrzime
N4 = 2,6.10° Ng. Vétsina atomt se nachazi na zakladni energetické hladiné. Shrnuto pievazna
vétsina atomit vapniku je ve stavu Ca II a je na zakladni energetické hladiné, tudiz existuji

vhodné podminky pro vznik ¢ar K a H Ca II.

Ny

NA N1 1 No

[aY)

NAQ o~/
NC_NA+NBNC_1+%1+%

= 0,995.

V atmosféie na 5.10° vodikovych atomtl piipadd pouze 1 atom véapniku, ale pouze 5.107°
z vodikovych atomi je neionizovano a nachazi se na druhé energetické hladiné. Celkové 5.10° x
5.107? = 2,5.1073. Shrnuto ve fotosféie Slunce existuje 400x vice vapnikovych ionttt Ca II na
zékladni energetické hladiné umoznujicim vznik spektralnich ¢ar K a H ¢ar nez neutralnich
vodikovych atomti na druhé energetické hladiné, odkud pfi pfechodech mohou vznikat cary
Balmerovy série. Intenzita ¢ar K a H Ca II je zptisobena citlivéjsi teplotni zavislosti jeho stavi
excitace a ionizace, nikoliv celkové vétsim mnozstvim vapniku ve fotosfére Slunce. Modelove

zjednodusené neuvazujeme faktor pravdépodobnosti prechodu.

Uloha 4.15 Pro fotosféru hvézdy bylo stanoveno z intenzity ¢ar Balmerovy série, Ze logaritmus
poctu atomu vodiku, nachazejicich se na druhé energetické hladiné je roven 15,80. Naleznéte
pocet iontt vodiku Ny, jestlize T' = 29 600 K a log P, = 1,8 Pa. Déle je zadano y; = 13,60eV,
X2 = 10,15 eV, go = 8, Bl =1.

Reseni: Dosadime do kombinované Boltzmannovy - Sahovy rovnice, kterd ma tvar:
N, (2mm)*/ 2B1(T) xi-xr

Pe - kT 5/2 k Y
NO,T h'3 ( ) go,r °r

udédvajici pomér poctu N; jedenkrat ionizovanych atoml k poctu Ny, neutralnich atomu
nachézejicich se na r-té energetické hladiné, y; je ioniza¢ni potencial, y, je excita¢ni potencial.
Kombinovana Boltzmannova—Sahova rovnice ma logaritmicky tvar

2B,(T)
] — T (v — 25logT — 148 +log 22227 oo P..
og No, T (Xi — Xr) +2,51og A48 + log wor og P,

Dosazenim dostaneme log ]\],\(:12 = 6,72 a pii log Ny 2 = 15,18 obdrzime log Ny = 22,52 = N; =

3,3.102*m~3. Tedy pouze velmi malé ¢ast atomt vodiku ztistane neutralni.

Uloha 4.16 Odhadnéte pomoci vipoétu mozny pocet pozorovanych oddélenych spektralnich
¢ar Balmerovy série vodiku. Zjednodusené predpokladame, ze Sitka car zavisi na elektronové
hustoté podle Starkova linearniho rozsiteni. Vyuzijte Inglisova — Tellerova vztahu log N, =
23,2 — 7,5log nge.

Reseni: Dosazenim do Inglisova — Tellerova vztahu urc¢ime nge.
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4 HVEZDNE ATMOSFERY

hvézda spektralni trida log N, lognge

a Cyg A21 12,2 29
Sirius A A2V 13,8 18

T Sco BOV 14,6 14
bily trpaslik DA 16,4 8

Uloha 4.17 Pro¢ ve spektru slune¢ni chromosféry pozorujeme vice ¢ar Balmerovy série vodiku
nez ve spektrech bilych trpaslika?

Reseni: 'V atmosférach biljch trpaslikét je mnohem vyssi hustota nez v chromosfére
Slunce, proto je stfedni vzdalenost atomil v chromosfére mnohem vétsi. Vzdalenosti elektroni
od jader atomd nemohou byt vétsi nez stiedni vzdalenost mezi atomy. Proto ¢im je vyssi
hustota, tim mensi pocet energetickych hladin je a tudiz tim mensi pocet balmerovskych car
miize vzniknout.

Uloha 4.18 Vysvétlete, pro¢ Balmerovy ¢ary vodiku jsou pozorovatelné pfiblizné

a) do 5. ¢ary u bilych trpasliki - napf. Sirius B

b) do 15. ¢ary u hvézd hlavni posloupnosti - napt. Sirius A

c¢) do 25. ¢ary u veleobri - napt. Betelgeuze.

Spetralni ¢ary Balmerovy série jsou rozsiteny srazkami. Jejich vzdalenost se s rostoucim cislem
¢ary zmensuje.

Reseni: Rozhodujici pro pozorovatelnost spektralnich éar je hustota atmosfér.

Uloha 4.19 Uvazujme ¢ary podobnych excita¢nich potencialii ve spektru Slunce, Fe I 414,39 nm
a Fe II 417,35 nm. Objasnéte s ohledem na Boltzmannovu a Sahovu rovnici, pro¢ ¢ara Fe I je
mohutnéjsi ve fotosfére, zatimco ¢ara Fe II je vyraznéjsi v chromosfére.

v v 7

Reseni: Chromosféra lezici asi 2000 km nad fotosférou o teploté fadové 6 000 K, se vyzna-
¢uje nartistem teploty na asi 25000 K ale poklesem hustoty zhruba 10*krat. Proto v prostiedi
chromosféry se stavaji vyraznymi ¢ary ionizovanych prvki, tedy i ¢ara Fe II.

Uloha 4.20 Objasnéte vznik spektralnich ¢ar u podtrpaslikt t¥idy svitivosti V1.

Reseni: Ve spektrech téchto podtrpaslikti byl pozorovan nedostateény vyskyt kovti. Pro-
toze ionizované kovy jsou dilezitym zdrojem elektront ve hvézdnych atmosférach, je elektro-
nové hustota velmi malé a nizk4 je rovnéz opacita, nebot volné elektrony mohou byt rekombi-
novany predevsim iontem H™, hlavnim zdrojem opacity ve spojitém spektru. MiZeme proto
pozorovat do vétsich hloubek, nez je obvykla opticka hloubka 7 =2 2/3. Cary kovti se objevuji
slabsi na jasném kontinuu, spektrum trpaslika se jevi jako ranéjsiho spektralniho typu, s méné
vyraznymi ¢arami kovi. Obrazy hvézd se pfesouvaji vlevo od hlavni posloupnosti, smérem
k vyssim teplotam, o jednu magnitudu nize pod hlavni posloupnost.

Uloha 4.21 Jaka by byla teplota Slunce, kdyby neexistovaly spektralni ¢ary?

;4
Reseni: Plati: Ef;?f -, kde f je zlomek celkového toku zafeni, které je blokovano, v pri-
. ef

padé Slunce f = 0,14. Upravou vztahu dostaneme Ty = (1 — f)_l/4 T, ~ (1+ {) T,. Po
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dosazeni T.; = 5780 K dostanemeTy; = 5997 K, efektivni teplota by byla vyssi o 3,5% tedy
asi o 200 K.

Uloha 4.22 Hvézdny obr spektralni t¥idy K ma efektivni teplotu 4 300 K. Zjisténa hodnota
mikroturbulentni rychlosti je vy, = 2km.s™!. Stanovte &iku ¢ary Fe I o vlnové délce \ =
553,93 nm.

Reseni: Pro rychlost tepelného pohybu plati vyejpr = (%)1/ - 1,13km.s~'. Sitku &ary

o oA (.2 2 /2 ~ 10-2
urcime ze vztahu A\ = =2 (vmt + vnejpr) = 10*nm.

Uloha 4.23 Siroké a jasné emisni ¢ary vznikaji v radidlné se zvétsujici obalce u prevazné
vétsiny Wolfovych-Rayetovych hvézd. Jaky bude profil ¢ary, jestlize pfedpoklddame, Ze rych-
lost toku hvézdné latky je konstantni? Urcete jeji hodnotu jestlize ze spektroskopickych méreni
vodikové ¢ary Hg o vinové délce A = 486,1 nm byla zjisténa sitka AN\ = 4,0 nm.

Reseni: 'V piipadé toku atmosférické latky konstantni rychlosti maji ¢ary pravothly pro-
fil, coz bylo u nékterych W-R hvézd zjisténo. Rychlost vytoku, pfi zanedbani tepelnych rych-

lost{, uréime ze vztahu v = %2 = 1200 km.s .

Uloha 4.24 Provedte diskusi, na ¢em zavisi hloubka opticky tenkych vodikovich spektralnich
¢ar u hvézd spektralni tiidy B.

Reseni: 'V ptipadé opticky tenkych éar je hloubka ddna vztahem Ry = %:—Z%. U hvézd
spektralni tiidy B je koeficient spojité absorpce v optické casti spektra nejvice ovliviiovan
paschenovskym kontinuem, tedy absorpci ze tfeti energetické hladiny vodikového atomu, K ~
Ny (n = 3). Carovy absorpéni koeficient pro balmerovské ¢ary, majici ptivod v absorpci atomt
vodiku z druhé energetické hladiny, je imérny poc¢tu atomti vodiku na druhé energetické

hladiné k. ~ Ny (n = 2). Kfidla balmerovskych ¢ar jsou rozsifena v dusledku Starkova jevu,
ne Ny (n=2)

ktery zavisi na poc¢tu volnych elektroni k. ~ n.. Celkové shrnuto R) ~ Na(n=3)

Uloha 4.25 Dokate, Ze rovnici hydrostatické rovnovéhy lze napsat ve tvaru pouzivaném

napiiklad u modelt hvézdnych atmosfér % =1
Reseni: Vyjdeme ze vztahti g = GTM2 a d7 = —kpdr a dosadime do rovnice % = —pg.

Uloha 4.26 Predpokladejme, Ze provadime pozorovani skrz plazmu o konst. hustoté a teploté,
ptikladné 2,5.10* kg.m =3 a 5 780 K, coZ odpovid4 dolnim fotosférickym vrstvam Slunce. Necht
opacita plynu na vlnové délece A\; je k), = 0,026m?kg™' a na vinové délce \y je Ky, =
0,03m?.kg'. Urcete vzdalenost, ve které je optickad hloubka rovna 2 /3 pro kazdou vlnovou
délku.

Reseni: Zjednodugené dosadime do vztahu pro optickou hloubku 7y = fos Ky, pds. Rese-
1 — 103 km, obdobné pro s, = —2 = 89 km.

RKx1P KXo P

nim dostaneme s; =

Uloha 4.27 Dokazte, Ze ve fotosféfe Slunce piedpoklad lokalni termodynamické rovnovahy
(LTE) neni naplnovan. Necht teplota ve zvolené vrstvé fotosféry se méni v intervalu 5890 K —
5650 K v pribéhu vzdalenosti 28 km.
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4 HVEZDNE ATMOSFERY

Reseni: Teplotni skalova vyska je rovna Hp = m = 674 km. Stfedni volna draha

fotont je I = L. Pii volbé k = 0,026 m> kg™ a p = 2,5.10"*kg.m~* dostaneme [ = 150 km,

coz je fadoveé srovnatelné s Hy. Vzhledem k velikosti stfedni volné drahy fotony vychézeji bez
interakce z fotosféry, ,nezachycuji” teplotu. Pfedpoklad LTE neni spliovan.

Uloha 4.28 Fotosféru Slunce lze pokladat v prvnim piiblizeni za Sedou. Znamené to, Ze
zafeni vSech vinovych délek ve viditelné ¢asti spektra je zeslabovano stejné. Pro¢ tedy okrajové
ztemnéni slunecniho disku nartistd se zmensovanim vlnové délky?

Reseni: 7 blizkosti okraje disku prichazi zafeni z chladnéjsich vrstev o teploté Tp, ve
stfedu disku z vrstev o teploté Ty, plati Ty > Ty, tedy B, (T1) > B, (Tp). Proto je stfed disku
jasnéjsi nez okraj. V Sedé atmosfére zatfeni vSech vinovych délek je zeslabovano stejné, avsak
pomér B, (Ty) /B, (T1) udéavajici velikost okrajového ztemnéni zavisi na v. Protoze T} se prilis

« —1
neodlisuje od Ty uzijeme vztahu gz%; R (%) , kde o = a(v) = khTVo [1 — exp <—khT”0>]

Odtud vyplyva, ze velikost okrajového ztemnéni je urcovana gradientem teploty v atmosfére.
Cim rychleji roste teplota s hloubkou, tim vétsi je rozdil T} a Tp a dusledkem je vétsi okrajové
ztemnéni. P¥i konstantnim gradientu teploty, t.j. pfi konstantnim poméru 77 /7Tj je ztemnéni
odlisné na rtznych vlnovych délkach v disledku rozdilnosti hodnot ¢lenu khTVo 7 analyzy vyse

uvedenych vztahi vyplyva, ze v dlouhovinné oblasti spektra khTVo < 1 je pomér Planckovych

funkei roven T7/Ty, v kratkovinné oblasti spektra o = khTVO > 1 tedy okrajové ztemnéni je

podstatné vétsi a nartsta pri prechodu ke kratsim vlnovym délkam.

Uloha 4.29 Dominantnim detailem ve spojitych spektrech hvézd spektréalni tiidy A0 v optické
¢asti spektra je balmerovsky skok pfi A = 364,6 nm. Jak velké je okrajové ztemnéni na discich
téchto hvézd na vlnovych délkach A; = 360,6 nm a Ay = 368,6 nm?

Reseni: Balmerovsky skok pii A\ = 364,6nm ve spojitém spektru je zptisoben tim, ze
v kratkovlnné casti spektra od této vlnové délky je zareni schopné ionizovat atomy vodiku
pocinaje z druhé energetické hladiny. V dlouhovlnné ¢asti spektra od tohoto skoku je mozna
ionizace pouze z tfeti a vyssich energetickych hladin. Fotosféra je v disledku toho na vlnové
délce Ay = 368,6 nm vice prizracnd a lze ji pozorovat do vétsi hloubky, tedy vrstvy s vyssi
teplotou, zareni ma vyssi intenzitu. Neprizracnost fotosféry je velkd v kratkovlnné casti od
skoku, napt. na vlnové délce \; = 360,6 nm, zafeni prichazi témér ze stejnych vrstev po-
loZzenych v blizkosti povrchu. Proto je okrajové ztemnéni malé. V dlouhovinné casti spektra
od skoku prichazi zareni ve stfedu disku z relativné vétsich hloubek, z fotosférickych vrstev
o vyssi teploté. Na okraji disku prichézi zafeni z vrstev blizko povrchu. Shrnuto je okrajové
ztemnéni na delsich vinovych délkach vyraznéjsi, coz plati pouze v optickém oboru.

Uloha 4.30 Pro¢ pfi pozorovani Slunce pod libovolnym thlem vidime vzdy pfiblizné do
optické hloubky 7y = 2/3 méfeno podél zorného paprsku? Pfi zdivodnéni vyjdéte z planpa-
ralelniho modelu Sedé atmosféry za predpokladu LTE a platnosti Eddingtonovy aproximace.
K provéteni pouzijte okrajového ztemnéni Slunce.

Reseni: Rovnice Sedé atmosféry predpokladd, Ze stfedni intenzita je rovna zdrojové funkci

. 7 . ;s . 4
(I = S. Predpoklad Eddingtonovské aproximace a LTE davé rovnice (I) = 2 a T* =
%T;“f (7’ + %) Tedy T' = Ty pii 7 = % nikoliv 7 = 0. Povrch hvézdy definovany jako vrstva
s efektivni teplotou podle Stefanova — Boltzmannova zakona se nachazi v hloubce, pro kterou
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plati 7 = % Proto pfi pozorovani hvézdy vidime do optické hloubky 7 = 2 méieno podél

3
zorného paprsku.

Uloha 4.31 Zéakladnimi slozkami fotosféry Slunce jsou vodik a helium. Pocet atomii vSech
dalsich prvki, tzv. kovli, dohromady vzatych tvoii 1073 z poétu atomti vodiku. Jak se zméni
hmotnost slunecni fotosféry, t.j. téch atmosférickych vrstev, ze kterych k nam prichazi bez-
prostiedné zareni, jestlize obsah kovi se zmensi 10 krat?

Reseni: Zéakladni zdrojem opacity je ve fotosféfe Slunce iont H™, ktery vznik4 vazbou
dalsiho elektronu k jadru atomu vodiku. Volné elektrony vznikaji pii ionizaci atomi kovti.
Jestlize o fad zmensime pocet ,zdroji” volnych elektronti, pfiblizné stejné se zmensi obsah
iontt vodiku H™. V dusledku toho poklesne i opacita o fad a mizZeme pozorovat mnohem
hlubsi vrstvy fotosféry, jejiz hmotnost se zvétsi priblizné o rad.

Uloha 4.32 Naleznéte vysku stejnorodé vodikové fotosféry u
a) Slunce, T, = 6 000 K
b) bilého trpaslika, T'= 30000 K, M = M, R =10"2 R,,.

Reseni: Vysku stejnorodé fotosféry uréime ze vztahu H = g;i—z;bp’ Fotosféra Slunce je
slozena predevsim z neionizovaného vodiku. Pti volbé 7" = 6 000 K, u, = 1 dostaneme H =
200 km. U bilého trpaslika predpokladame fotosféru slozenou z ionizovaného vodiku, u, = 0,5,
pro jeji vysku obdrzime H = 200 m.

Uloha 4.33 Odhadnéte pocet ¢astic v 1m?® sluneéni fotosféry pfedpokladame-li teplotu
5780 K a tlak 10* Pa v optické hloubce 7 = 0,5. Porovnejte s koncentraci molekul v atmosfére
u povrchu Zemé.

Reseni: 'V hlubsich fotosférickych vrstvach je pfi hustoté asi 10~*kg.m™3 je pocet ¢astic
pfiblizné 10?2 m~3. P¥i normalnich podminkach se v atmosféie Zemé nachézi v 1 m?3 asi 10?°
¢astic. Tedy koncentrace v uvazované vrstvé fotosféry je zhruba 103 krat mensi nez v zem-
ské atmosfére. Zatimco ve fotosfére Slunce jde predevS§im o atomy neionizovaného vodiku,
v atmosféie Zemé jde o molekuly Ny a Os.

Uloha 4.34 Piedpokladejme, Ze Slunce bude vyzafovat konstantnim zafivym vykonem pouze
na tkor energie ulozené ve fotosféfe o tloustce 300 km a hustoté asi 10 ¢astic m=3. Za jaky
¢as bychom pozorovali zmény v slunecnim zafeni, jestlize by energie fotosféry nebyla neustéale
doplitovana z nitra Slunce. Zafivy vykon 1m? povrchu Slunce je 6.107 W.

Reseni: Pocet &astic v sloupci o vysce 300 km a prifezu 1 m? je 3.10510% = 3.10% ¢astic.
Pri pramérné teploté fotosféry 6 000 K je energie jedné castice %sz =~ 107 J. Celkova energie
ve vytéeném sloupci je £ = 107193.10% = 3.10°J. Tedy za ¢as ¢t = £ = 50s by doslo
k vycerpani zasob energie a nutné bychom pozorovali zmény ve vyzafovani a teploté povrchu
Slunce.

Uloha 4.35 Dokazte, ze ve fotosféfe Slunce je predpoklad o pfenosu energie zafenim opréav-
nény.

Reseni: Konvekce ve fotosféie nastane za podminky ‘%‘a 4 < ‘% - Po dosazeni % =

— 2% a tipravé obdrzime (flll?l:dp)a 4 < <i11rr‘1£)z. Za predpokladu adiabatickych zmén p'=7T7 =
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4 HVEZDNE ATMOSFERY

dinT
dlnp

konst. pii v = g dostaneme ( ) = % 7 rovnice zafivé rovnovahy pfi x = konst. nalez-
ad

neme <Célfr1$> = i. Tedy tivodni nerovnice neni splnéna a konvekce nenastava.
Z

Uloha 4.36 Vypoctéte konvektivni tok ve fotosféfe Slunce, pfedpokladame AT = 300K,
p =107 kgm™, v = 5.102m.s7!, pro vodik ¢, = 3£ = 10 J kg '.K~!. Déle urcete tok

2m

zéfeni pii T = 5800 K, x = 0,026 m? kg ', r = 3.10°m. Vysledky porovnejte a diskutujte.

Reseni: Konvektivni tok energie je roven Fj, 2 ¢,pv AT 2 10°].s~'.m~2. Tok energie pre-

AR 3 I VN o

nasené zafenim je F, = 182240 =~ 93107 J 57" m~2. Vyrazné pievladd pienos energie zéfe-
kp dr

nim. Konvektivni prenos mize nartistat pii zméné « ¢i pri nartistu stupné ionizace s hloubkou.

Uloha 4.37 Charakter rozdéleni magnetického pole ve skvrné a nad ni je uréovan pomérem
tlaku plynu a magnetického tlaku. V homogennim magnetickém poli plati pro magneticky tlak
vztah P, = %MOH 2, Urcete pti jaké velikosti intenzity magnetického pole je magneticky tlak
vétsl nez tlak plynu ve fotosféfe Slunce P, = 2.10*Pa. Mohou hrat magnetické sily vyznamnéjsi
roli v hvézdnych nitrech?

Reseni: Musi platit B,, > P,, po dosazeni H > 1,8.10°A.m™", coz odpovida intenzité
magnetického pole na horni trovni skvrn. Obecné plati, ze ve vnéjsich ¢astech atmosféry
Slunce je dominujici magneticky tlak. Naopak v nitrech hvézd tlak plynu P, vyrazné prevlada
nad magnetickym tlakem P,,.

Uloha 4.38 Odhadnéte teplotu ve sluneéni skvrné p¥i znalosti magnetického tlaku ve skvrné,
koncentraci ¢asti a teploty okoli.

Reseni: Celkovy tlak vné a uvnitf skvrny musi byt stejny. Ve skvrné je tlak souctem tlaku

Castic v latce a magnetického tlaku. Plati pynit + Pmag = Dwne, PO dosazeni nkT i + % =
nkTims = Tt = Tons — 3 :ank Odtud vyplyvéa, ze teplota ve skvrné je nizsi nez teplota

v jejim okoli, coz lze dokazat pii dosazeni konkrétnich hodnot 7,,s = 5780K, B = 0,07 T,
n=10B3m3 T, = 4200K.

Uloha 4.39 Miize magnetické pole o intenzité H = 800 A.m~' udrzovat v protuberanci tur-
bulentni pohyb o rychlosti v; = 15km.s~'? Hustota plazmy v protuberanci je 2.10~*kg.m=3.

Reseni: Tlak magnetického pole vyrazné pievysuje dynamicky tlak turbuletnich pohybi
za podminky nerovnice 1p0H? > pv?, které je splnéna. Po dosazeni obdrzime 0,4 > 4,5.107.

Uloha 4.40 Vyjadfete pomér tlaku zafeni a gravitacniho zrychleni ptisobiciho na hmotnostni
element ve hvézdné fotosfére. Jeji slozeni je z ¢istého ionizovaného vodiku, hlavnim zdrojem
opacity je rozptyl na volnych elektronech. Urcete pomér skutecného a limitniho Eddingtonova
zétivého vykonu (pro pfiloZenou tabulku zakladnich charakteristik jednotlivych spektralnich
tFid hlavni posloupnosti, obrti a veleobrii, tedy pro rtzné oblasti H-R diagramu (T, L).
Predpokladame zadani vSech nezbytnych konstant.
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Spektralni typ log(M /M) log(R/Rs) log(L/Lg)

05 V 1,6 1,25 5,7
GOV 0,04 0,02 0,1
MO V 0,33 0,20 1,2
B0 III 1,25 1,20 4,3
GO 111 0,4 0,8 1,5
K5 I1I 0,7 1,40 2,3
BO I 1,7 1,30 5,4
GO 1 1,0 2,0 3.8
M2 T 1,3 2,90 4,7

Reseni: Vyjadiime gravitacéni zrychleni v atmosfére g = %—]‘24. Tlak zareni na jednotkovou
hmotnost je g, = ZF = 5L kde k = op/my je opacita. Hledany pomér je dan vztahem

4mcR2)
) L L L ML .
% = #Rz = In = 47?02’#1{]\4 ~3.107° Mi . Vysledky jsou obsazeny v tabulce:
®

spektralni tiida 9:/9 spektralni tiida 9:/9g spektralni tiida gr/g
05 V 0,38 BO 111 3.4.10 2 BO I 0,15
GOV 3,0.10_5 GO III 3,8.10_4 GO1I 1,9.10_2
MO V 2,710~ K5 II1 1,2.1073 M2 1 7.6.1072
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5 Dvojhvézdy

Uloha 5.1 Urcete vzdalenost dvojhvézdy, zname-li jeji obéznou dobu T = 27 rokfi, hmotnosti
jednotlivych slozek 3 My, 5 M, a velikost hlavni poloosy a” = 0,45".

Reseni: Podle III. Keplerova zakona plati M; + M, = (“?”)3 T-2. Uréime 7 a stanovime
vzdalenost r = % = 40 pc.

Uloha 5.2 Sirius je vizualni dvojhvézda s obéznou dobou 49,94 rokii a ro¢ni paralaxou
m = 0,379”. Zjednodusené predpokladejme, Ze drahova rovina je kolmé k zornému paprsku.
Velikost velké poloosy je a” = 7,62"” Pomér vzdalenosti slozek A a B od stfedu hmotnosti
je ;—g = 0,466. Naleznéte hmotnosti jednotlivych slozek. Urcete jejich zafivé vykony, jestlize
Sirius A ma M, = 1,36 mag a Sirius B My, = 8,9 mag.

Reseni: Dosazenim do III. Keplerova zakona stanovime soucet hmotnosti obou slozek
(Ma + M) = —34L = 3,3 M, kde a = %-. Pomoci vztahu 2 = %B nalezneme My = 2,2 M
aMg=1 1M® Zarlve vykony nalezneme ze vztahu log L = 0 A (4, 55— Myor), La = 22,7 L,

Ly = 0,022 L.

Uloha 5.3 UvaZovana modelova, fyzicka dvojhvézda se skladé ze dvou slozek—obrii o ptiblizné
stejné hmotnosti, obihajicich kolem spole¢ného hmotného stfedu s obéznou dobou 7' = 12 dni.
Velikost velké poloosy dvojhvézdy je a = 2.107km. Uréete celkovy podet vrypi difrakéni
miizky N nezbytnych pro pozorovani ve viditelném oboru spektra vodiku tak, aby ve spektru
II. fadu bylo mozné pozorovat vzajemny obéh obou slozek. Déale zjednodusené predpokladame,
ze teplota atmosfér obou hvézd je stejna a ¢ini 6 000 K.

Resend: Pro méfitelnost roz§tépeni spektralnich ¢ar A\ podminéného dopplerovskym po-
suvem je tfeba, aby rychlost hvézd prevysovala stfedni kvadratickou rychlost pohybu atomu
vodiku ve fotosférach hvézd. Dostaneme jiz zndmou podminku R = mN = A/AM\, kde v pfi-

ma

padé pohybu dvojhvézd plati ﬁ = 5. Rychlost vypocteme ze vztahu v = 7. Po dosazeni
obdrzime podminku N > 1,25.103.

Uloha 5.4 Ze studia ¢arového spektra spektroskopické zakrytové dvojhvézdy byla zjisténa
obézna doba 8,6 rokli. Maximalni hodnota Dopplerova posuvu c¢ary H, o vlnové délce A =
656,273 nm pro prvni slozku je A; = 0,026 nm, pro druhou slozku A, = 0,052 nm. Ze sinuso-
vého charakteru kiivky radialnich rychlosti vyplyva, ze drahy jsou blizké kruhovym. Ptedpo-

kladame sklon drahy 90°.Urcete hmotnosti jednotlivych slozek dvojhvézdy.

Reseni: Pro pomér hmotnosti obou slozek plati 17 —1 = 5—? = 2—:\\3 = 2. 7 dopplerovského
-1

posuvu uréime radialni rychlosti v; = £Me = 1,2, 104m s = 12km.s™!, vy = 24km.s
Poloméry drah jsou a; = M = 3,5AU, ay = 6, 9AU Velka poloosa a = a; + a; = 10,4 AU.

Pro celkovou hmotnost soustavy plati My + M, = T2 = 15,3 M. Jednotlivé hmotnosti slozek
jsou My = 10,2 My a My = 5,1 M.
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Uloha 5.5 Ve spektru zakrytové dvojhvézdy, jejiz jasnost se méni s periodou 3,953 dne,
se spektralni ¢ary posouvaji na opaéné strany o hodnoty (AX/A), = 1,9.107* a (AN/N), =
2,9.10~* od normélni vinové délky. Uréete hmotnosti jednotlivich slozek dvojhvézdy.

AAA)l -
57km.s™! vy = ¢ (A)‘) = 87km.s™ . Dale ur¢ime velikosti jednotlivych poloos a; = % =
3,1.10°m, ay = 4,7. 10%m Velka poloosa a = a; + as = 7,8.10°m. Pii Vypoctu celkové

hmotnosti soustavy dosadime do III. Keplerova zékona M, + M, = iz 4 = 2,4.10%%g,

G
hmotnost jednotlivich slozek uréime ze vztahu ¥ = 2 = )\ = 1,4.1030kg = 0,7 M,

Mo al
My = 1,0.10¥kg = 0,5 M,

Reseni: Obdobné jako u predchazejlclch uloh urc¢ime rychlosti obou slozek v; = ¢ (

Uloha 5.6 U zakrytové proménné dvojhvézdy s obéznou dobou 7' = 50 dni byl pozorovan
zakryt ty — t1 trvajici 8 hodin. Minimum t3 — £, pozorované v drahové roviné trvalo 1 ho-
dinu 18 minut. Radialni rychlost prvni slozky je v; = 30km.s™! a druhé slozky v, = 40 km.s™.
Pro rovinu obézné drahy ¢+ = 90°. Urcete poloméry obou hvézd a hmotnosti slozek.

Reseni: Velikosti velkych poloos jsou a; = %L = 2.1.10"m a ay = 2L = 2,7.10"m

21 2w
Velk4 poloosa a = a; + as = 4,8.10'%m. Celkovou hmotnost soustavy uréime z III. Keplerova
zékona My + M, = ?QT—S = 3,5.10%%kg. Dale dosadime do vztahil pro zakrytové proménné

a tQ = 2(R21MR2 kde R; a Ry jsou poloméry slozek. Polomér prvni slozky

Rl =509. 108m =0, 85 R@ a druhé slozky Ry = 4,2.10%m = 0,6 R.. Hmotnosti jednotlivych
slozek uréime ze vztahu —; =2= M= 2.1030kg = 1My, My = 1,5.103g = 0,75 M.

tqg— tl — 2(R1+R2)

Uloha 5.7 Spektroskopické dvojhvézda mé obéznou dobu 7' = 1,67 dne. U prvni slozky byla
zjisténa poloviéni amplituda rychlosti K, = 131,0 km.s~! a u druhé slozky K = 201,8 km.s*.
Excentricita drahy je rovna nule, sklon drahy nelze urcit. Proto pfi vypoctu statisticky volime

sin®i = % Odhadnéte hmotnosti jednotlivych slozek.

Reseni: Soudet hmotnosti obou slozek vyjadieny v jednotkdch hmotnosti Slunce uréime
za vatahu (My + Mg)sin®i = 1,036.107 (1 — ¢2)*? (K + Kg)® T, obdrZime 10,6 M. Jed-

notlivé hmotnosti stanovime pomoci vztahu %A = Ki, My =64Mz a Mg =4,2 M.

Uloha 5.8 P¥itomnost extrasolarnich planet s hmotnosti fadové srovnatelnou s hmotnosti Ju-
pitera zjistujeme na zdkladé zmén radidlnich rychlosti hvézd. Vypoctéte periodu a amplitudy
zmén radidlni rychlosti vyvolanych hypotetickou planetou o stejné hmotnosti jako Jupiter.
Piedpokladéame hvézdu o hmotnosti 1 M. Posudte métitelnost téchto zmén soucasnymi ast-
ronomickymi prostiedky.

Reseni: Budeme zjednodusené predpokladat, ze kolem hvézdy obih4 pouze jedna planeta
s hmotnosti Jupitera. Stiedni obézna rychlost pohybu extrasolarni planety v; by tudiz byla
13km.s™!. Protoze %—ﬁ = Z—Z = 7e ocekavana rychlost pohybu hvézdy bude v, = 13m.s™!
v drahové roviné exoplanety. Pozadovana presnost optickych metod urc¢ovani radialnich rych-

losti by méla byt jests 2x vétsi, v roce 1998 jiz byla dostateénd, dosahovala zhruba 7m.s™!.

Uloha 5.9 Tésna dvojhvézda se skladé ze dvou slozek, bilého trpaslika s hmotnosti 1 M, a
podobra o hmotnosti 0,5 My, ktery vyplinuje sviij rocheovsky prostor. Pfedpokldddme kruhové
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5 DVOJHVEZDY

drahy obou sloZek, jejichz vzdalenost je a = 10°m. Naleznéte ob&Znou dobu, rychlosti obou
slozek a polohu [; prvniho Lagrangeova bodu. Kvalitativné odhadnéte zmény velké poloosy a
obézné doby dvojhvézdy, jestlize pfedpokladame pirenos hmoty od podobra k bilému trpasliku.

Ar2g3 ) 1/2
) —

Reseni: Obé&znou dobu stanovime z III. Keplerova zékona T = (| ——
7 v Z plerova z (G(M1 YA

1/2
1,4.10%s = 3,9hod. Rychlost prvni slozky je v; = M, <ﬁ) = 149km.s™!,
a vy 2

a 1/2

druhé v = M | ———— = 298km.s"!. Hodnota l; = a (0,500 —0,2271o @) =
2= M (a(M1+M2)) ! &M
4,3.10%m = 8,87.1072AU P¥i pienosu hmoty od slozky s mensi hmotnosti ke slozce s vétsi
hmotnosti nariista obézné doba T' a zvétsuje se velkd poloosa a dvojhvézdy.

Uloha 5.10 Pii pfenosu hmoty mezi slozkami dvojhvézdy pfedpokladame platnost zakont
zachovani hmotnosti a drdhového momentu hybnosti, tedy M; + My = M., % =0; L =

MM (G (M + M), 4L = 0. Necht M, je hmotnost slozky piijimajici hmotu, zavedeme

N o 2u—1 dM
= L Dokazte, ze pro relativni zménu poloosy a lze odvodit — = QL L
M, a p(l—p) M
Reseni: Vyjdeme ze vztahu pro velikost momentu hybnosti L = % [Ga (M + My)])"?,
odkud vyjadiime a = WLQMUQ Rovnici logaritmujeme a derivujeme (logaritmické deri-
i Me—
7 da __ 2pu—1 dM;
vace) a odvodime ¢ = 2.4=5 .

Uloha 5.11 Dokaizte, ze pro relativni zménu obézné doby dvojhvézdy s pfenosem hmoty plati

dTT = 35&:; d]\]‘fl. Predpokladame platnost stejnych zakoni zachovani jako v predchézejici

uloze.
Reseni. Vyjdeme z III. Keplerova zakona, ze kterého logaritmickou derivaci dostaneme

da _ odT o da _ o 2p—1 dM; wi o AT _ o 2u—1 dM
3<% = 2% . Dosazenim <* = Qu(l—u) i obdrzime G- = Su(l—u) T

Uloha 5.12 Dokazte, ze u tésnych dvojhvézd je ¢asova zména obézné doby zptisobend pie-
nosem hmoty déna vztahem %947 — 34 M —M,

T dt dt MM,

Reseni: Piedpokladame platnost zadkona zachovani hmotnosti a drahového momentu hyb-

nosti pfi pfenosu hmoty, tedy M;+M, = M., 44 = 0; L = J\%fﬁ? [Ga (M + M,)]"?, db — o,

Z posledné uvedeného dostaneme < <M> Va + MM 1_da_ o odkud pii platnosti

dt \ M1+M- Mi+Mz 2v/a dt
1da _ 1dT s 1dT _ odM; Mi—Ms
vztahu 5o = 577 obdrzime 73 = 355+ S=re.

Uloha 5.13 U dvojhvézdné soustavy U Cephei s obéZznou dobu T = 2,49 dne byl zjistén jeji
narust % = 2,3.107Y. Za piedpokladu, Ze tato zména je vyvolana pienosem hmoty, urcete
rychlost tohoto pfenosu. Hmotnosti slozek jsou My = 4,2 M, a My = 2,8 M. Kterd z hvézd
prijima hmotu?

Reseni: Pii nartistu ob&Zné doby je hmota pieniSena od druhé slozky M, k prvni M;.

1dT _ odMy Mi—M> N4 dM, 16 -1 ~ —6 —1
Ze vztahu 7' = 33 J5p2 uréime St = 6.107kg.s™ = 107" Mg .rok ™.
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Uloha 5.14 U dvojhvézdné soustavy s hmotnostmi jednotlivich slozek M; = 4,9 M a My =
4,1 M, byla zjisténa rychlost pfenosu hmoty dgfl = 107° My .rok'. Je-li obé&zna doba T =
1,94 dne, urcete jeji nartst.

Reseni: Dosadime do vztahu 4L = 37dM MMy _ 5 3 1()=9
dt dt  MiMs ’

Uloha 5.15 Jakou ¢ast hmoty miiZe ztratit jedna slozka dvojhvézdného systému, aby fyzi-
kalni dvojhvézdny systém vazany gravitaci jesté ztistal zachovan? Vyjdéte ze zjednodusujiciho
predpokladu, Ze drahy slozek jsou kruhové, ztrata hmoty probiha sféricko-symetricky a prak-
ticky okamzité, t.j. za ¢as mnohem mensi, nez je velikost obézné doby dvojhvézdy. V pripadé,
Ze se soustava nerozpadne po ztraté hmoty, ztstane draha kruhovou? Ziska stied hmotnosti
dvojhvézdy doplnkovou rychlost?

Reseni: Celkova mechanickd energie fyzikalniho dvojhvézdného systému o hmotnostech
jednotlivych slozek My, M je E., vzdalenost slozek je a. Jde o gravitacné vazanou soustavu,
plati E, = 1Mv? + LMo — G = —GMM < (. Pro rychlosti plati: Myv; = Mav,.
Predpokladejme, ze u prvni hvézdy probéhla sférickosymetricka exploze, pti niz nedoslo ke
zméné rychlosti v, a necht poztstatek prvni slozky po vybuchu ma hmotnost M. Plati M; —
AM = M,. Celkova mechanické energie systému po explozi je E,.. = %Mw%%—%Mw% -G %

1/2
My (Gonp)\V?
M.+ M, a 2 =

Pro gravitacné vazanou soustavu plati F.. < 0. Dale plati v; =

1/2
. (GO M: . » B .
_MZJ\J{MQ ( ( 1a+ 2)) . Dosazenim obdrzime pro E,.. = % My + My — 2 (M, + My)].

Podminka pro zachovani dvojhvézdného systému je M; — My < 2M,.

Uloha 5.16 Zkoumejme fyzicky dvojhvézdny systém HZ Her + Her X 1 s celkovou hmotnosti
soustavy pfiblizné 4 M. Hmotnost prvni slozky HZ Her je odhadovana na 2.5 M. Predpo-
kladame, ze pri dalsim vyvoji se z této hvézdy po explozi obalky o hmotnosti asi 1 M stane
neutronova hvézda s hmotnosti 1,5 M. Druhou slozkou soustavy je neutronova hvézda Her
X 1 o hmotnosti 1,5 M. Ztustane dvojhvézdny systém zachovan?

Reseni: Dosadime do zavérecné nerovnice predchozi alohy, M; = 2,5 My, M, = 1,5 M,
M, = 1,5 M. Tudiz je splnéna podminka M; — My < 2M,.

Uloha 5.17 Hvézda o hmotnosti 20 M, exploduje jako supernova I typu, jejim poztistatkem
je neutronovd hvézda o hmotnosti 1,4 M. Zistane dvojhvézdny systém zachovan, jestlize
hmotnost druhé hvézdy je 6 M?

Reseni: Dosadime M; = 20 Mg, My = 6 My, M, = 1,4 M, podminka M; — M, < 2M,
neni splnéna, dvojhvézdny systém se rozpadne.

Uloha 5.18 Necht hmotnosti slozek dvojhvézdy jsou M; a M,. Vyjadiete zdkon zachovani
energie pro zkusebni castici pohybujici se v gravitacnim poli dvojhvézdy v drahové roviné
hvézd. Soufadnou soustavu zvolime s poc¢atkem v hmotném stfedu dvojhvézdy kolem kterého
rotuje thlovou rychlosti w, jde o tzv. korotujici soustavu.

Reseni: Pro pohyb v drahové roviné mé integral energie tvar
GM;, GMy, W (2?+y?) 2

— — = konst.
T T 2 + 2 ons
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5 DVOJHVEZDY

Uloha 5.19 Dotykova dvojhvézda se sklada z ¢erveného obra a neutronové hvézdy s hmot-
nosti 1 M a polomérem 10 km. Urcete mnozstvi hmoty za rok pfetékajici od ¢erveného obra
na neutronovou hvézdu, které p¥i tomto pfenosu zpfisobuje vyzaiovani v rtg. oboru 103'W.
Predpokladejte, ze zména gravitacni potencialni energie ¢astic plynu je pifiblizné rovna zari-
vému vykonu, pfedevsim v rtg. oboru zareni. Déle predpokladame, ze vzdalenost obou hvézd
je mnohem vétsi nez polomér neutronové hvézdy.

Reseni: Tr = GMAM ' J o0 GMAM o dM o~ LR o 5 1()10kg 57! = 2,105 M.rok .

Uloha 5.20 Neutronovou hvézdu — pulsar s hmotnosti 2 M, a polomérem 20km a periodé
0,15s obklopuje akrecni disk vznikajici pretokem hmoty z druhé hvézdy s tempem akrece

piiblizné 1078 M.rok'. Odhadnéte dP/dt pro tento pulsar.

Reseni: Zativy vikon, piedev&im v rtg. oblasti zafeni, je pfiblizné roven rychlosti ztraty
gravita¢ni potencialni energie plynu pii akreci, L = G]g dff a d(ip = GM dff Dosazenim
ziskdme zafivy vikon L = 8.103°W. Pro zafivy vykon pulsaru plati L = § T MR?P~ 3‘111; ,

odtud uréime dP ~ 10712,

Uloha 5.21 Rtg. pulsar s periodou P = 100s je jednou ze slozek fyzické dvojhvézdy. Dop-
pleriiv posuv vyvolany vyvolany drahovym pohybem pulsaru vede k periodické zméné casu
prichodu pulsi, coz dovoluje promérit kiivku radialnich rychlosti pulsaru. Jak se zméni po-
zorovana perioda pulsaru, jestlize druhou slozkou je hvézda o hmotnosti 20 M, obézna doba
soustavy je 20 dnti. Hmotnost pulsaru pfijméte 1,5 My, excentricita drédhy je nulova, sklon
drahy dosahuje 90°.

Reseni: 7 I11. Keplerova zékona ;—?; = % (M; + My) uréime velikost velké poloosy a =
5,9.10"%m = 0,4 AU. Obé&Zn4 dréha pulsaru je kruhova, v = 29 = 2,1.10*m.s™" = 21 km.s™ .
Dopplerovsky posuv zptisobeny radialnim pohybem je v = CAI A\ = ¢AT. Uplné amplituda
zmény periody je 2AT = 0,15s.

Uloha 5.22 Dvojhvézda s obé&znou dobou 10 dnfi mé slozky o hmotnostech 10 Mg, a 2 M.
Slozka s mensi hmotnosti je rtg. pulsarem s periodou 0,1 s. Naleznéte, v jakém intervalu se
méni pozorovand perioda pulsaci. Pfedpokladame kruhovou drahu se sklonem 90°, pozorovaci
paprsek lezi v drahové roviné.

Reseni: 7111 Keplerova zékona stanovime velikost velké poloosy a = (M + M,)"/? T2/3 =
0,2 AU. Vzdalenost pulsaru od hmotného stfedu jer = Mg =~ (0,17 AU. Rychlost obé&z-

My+Mo2
ného pohybu pulsaru je v = m = 190 km.s~ V disledku Dopplerova jevu se méni perioda
pulsaci, jeji relativni zména Je M = A” = % =~ 6.107*. Jev pozorujeme jako zpozdovani

[

prichodu pulsti. Na dréze 2r = 0 34 AU j Je maximéalni hodnota zpozdovani 0,34 x 500 = 170s.

Uloha 5.23 Binarni pulsar PSR 1913 + 16 v souhvézdi Orla, objeveny na radiovém te-
leskop u v Arecibu roku 1974 R. Hulsem a J.Taylorem, predstavuje systém dvou neutrono
vich hvézd o hmotnostech 1,44 M, a 1,39 M. Velkd poloosa soustavy a = 8,6.10°m, ex-
centricita drédhy je e = 0,617 a obézna doba je T' = 27907s. Podle vykladu objevitelt
— nositeld Nobelovy ceny za fyziku z roku 1993, v souladu s OTR tento systém ztraci
svoji energii vyzafovanim gravitacnich vln, ubytek gravitacni energie je vyjadien vzorcem
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B _ _%7(Mﬂfiﬁ)2a4wﬁf (¢), kde f(e) = (1+ 22 4 3et) (1 — ¢)""?. Stanovte gravitacni

zarivy vykon tohoto podvojného pulsaru a urcete rovnéz zménu obézné doby pulsaru podle
3 7|_2 4/3 €
vzorce (3:1_11; = —%%MlMQ (Ml + MQ) [m} jjjg/)i

Reseni: Dosazenim do uvedenych vztahti dostaneme pro gravitaéni zafivy vikon soustavy
4 >~ 3.10% W, coZ je numericky hodnota nesrovnatelné mensf nez gravitacni vazebna energie
soustavy B, = —<MM — 3104 J. Pro zménu ob&né doby obdrzime ¢ = —24.10712,

tedy hodnotu odpovidajici témér presné naméiené.
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6 Pozdni stadia vyvoje hvézd, novy, supernovy

Uloha 6.1 Cerveny obr o poloméru 102 R, se nachézi ve vivojovém stadiu, kdy vodik v cen-
tralni ¢asti jiz vyhorel na helium, ale hofeni samotného helia jesté nezacalo. Hlavnim zdrojem
energie je horeni vodiku v slupce obklopujici heliové jadro. Vodikova slupka ve vzdalenosti
(1,8 —2,0).10"m se vyznacuje hustotou 5.10*%kg.m™ a teplotou 5.10°K. Urcete zativy vykon a
efektivni povrchovou teplotu ¢erveného obra. Pti vypoctu uvolniované energie volte X = 0,5,
Xen = 0,005.

Reseni: Energie, uvoliiovana za ¢asovou jednotku v jednotkové hmotnosti hvézdné latky
[W.kg™'] pfi CNO cyklu, ktery je dominantni pfi zadané teploté je dana vztahem

2 106\ */* 106 '/
ECNO:3,4.1O pXXCNO T exXp —152,3 T .

Ve slupkovém zdroji o objemu 10?>m? je uvoliiovand energie za sekundu v jednotkovém objemu
4.10"J.m~3.s7!, zafivy vykon cerveného obra je 4.10%W = 10° L. Pfi zadaném poloméru
7.10m je efektivni povrchova teplota obra 3300 K.

< - « , . « , s , . ; dM L
Uloha 6.2 DokaZte, Ze pro bytek hmotnosti hvézd v pozdnich stadiich vyvoje plati <g= ~

gR’
respektive % ~ %. P1i presnéjsich kvantitativnich vypoctech pouzivame Reimersiv vztah

% ~ 41071 QLR, kde L, g, R dosazujeme v patii¢nych jednotkach Slunce, ibytek hmotnosti
je v Mg.rok™'. Odhadnéte abytek hmotnosti hvézdy asymptotické vétve obrti o hmotnosti

1 M), z4¥ivém vykonu 7.10%L, a teploté 3000 K.

Reseni: Plati E, ~ M2 o4 <M> = M %. Ze Stefanova-Boltzmannova za-

R dt \'R dt
kona ur¢ime polomér 310 Ry, dale stanovime g = 107%g, a dosazenim obdrzime % =
1076 Mg .rok ™.
Uloha 6.3 Zafivy vykon hvézdného vétru je dan jeho kinetickou energii L, = %%vz za

[a¥)

sekundu. Odhadnéte zaiivé vikony hvézdného vétru o rychlosti v & 25km.s™! u veleobra
Betelgeuze 15 M, 1160 R, 2.10° L.

Reseni: Pro hvézdny vitr plati % = —4.10_13% >~ 6.10" M, .rok!. Zafivy vikon vétru
pti zadané rychlosti je roven L, = 10%W, zatimco samotné hvézdy Ly = 103?°W.

Uloha 6.4 Podle Kraftova vykladu z r. 1963 je jev novy vysledkem termonuklearni exploze
obalky na povrchu bilého trpaslika, ktera na néj byla prenesena ze sousedni hvézdy bohaté
na vodik. Urcete hmotnost latky vstupujici do reakce, jestlize budeme predpokladat, ze pti
explozi se uvoliiuje energie 1039J.

Reseni: Pti eplozivnim spalovani vodiku je koeficient Gc¢innosti uvoliiovani energie pri-

v v v e v/ 41
blizné 1%, mnoZstvi uréime ze vztahu Am = &£ = 10 = 102kg,

Uloha 6.5 Uvazujme vrstvu vodiku o hmotnosti 10, na povrchu bilého trpaslika. Vodik
se pri termonuklearnich reakcich premeéni na helium. Jak dlouhou dobu bude nova zarit,
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jestlize predpokladame, ze jeji zarivy vykon je roven eddingtonovskému? V chemickém slozeni
uvazujeme pouze vodik, pro opacitu plati £ = (14 X) 0,02m?kg ', pii X = 1 dostaneme
k2=0,04m> kg .

Reseni: Pii reakcich piemény vodiku na helium, Kdy ze ¢tyi protonti vznika jadro he-
lia, je mnozstvi energie uvolilované pii vzniku jednoho jadra helia 4,3.107'2J. Ve vrstvé vo-

diku o hmotnosti 2.10**kg je zhruba % =~ 10°! protontl. Celkovad uvolnénd energie je

14,3.10712.10°J = 10%J. Pro Eddingtonovu limitu zafivého vykonu plati Lyq = 479eM =~

103'W. Nova stejnym vykonem mitiZe zafit 18% =~ 10%s = 3roky.

Uloha 6.6 Explozivni hofeni na dné tenké vodikem bohaté vrstvy na povrchu bilého trpaslika
muze eventualné vrcholit expanzi této vrstvy. Pro bilého trpaslika o hmotnosti M = M, a
s polomérem R = 0,01 R vypoctéte zlomek f hmotnosti vrstvy, ktera bude pfeménéna na
helium a dod4 energii nezbytnou na expanzi, predpokladejme, Ze vrstva ma slunec¢ni chemické
sloZeni. Odvodte zavislost f na M pro M < Mcy,.

Reseni: Necht AM < M. Energie uvoliiovana z této vrstvy je rovna gravitacni vazebné
energii G %. Jestlize @ je energie uvolnovana v jednotkové hmotnosti pti vodikovém hotent,

Q ~ 6.10"Jkg ", X, ~ 0,7. Velikost hofici vodikové latky je fAMX, plati G% =

FAMXoQ. Vztah R(M) pro bilé trpasliky, pouzity pro nerelativistickou stavovou rovnici, pfi

-1/3
M < My, mite byt kalibrovan g% = (4L ) " Kombinaci uvedenjch vztahii dostaneme
G M, M 4/3 M 4/3 e 12 1212 , . . ,
f = m (M—®> ~ 0,045 (M—®> . Pro typické bilé trpasliky je zlomek velmi maly,

proti ptisobi vyrazné gravitacni sily.

Uloha 6.7 Na povrchu bilého trpaslika o hmotnosti 1 M, a poloméru 2.1072 R, se nachazi
vrstva vodiku o hmotnosti 1074M,. Porovnejte gravita¢ni potencilni energii trpaslika pfed
vybuchem novy s kinetickou energii expandujicich vrstev po vybuchu, jestlize predpokladame,
7e se tyto vrstvy vzdaluji rychlosti 1000 km.s™! od povrchu bilého trpaslika, pii¢emz expanduje
pouze 10% hmoty vodikové vrstvy.

B v / . v ’ .7 Ve . 2 Ve v

Reseni: Gravitacni potencidlni energie F, = —%GM = —1,1.10*J v absolutni hodnoté
vyrazné pievySuje kinetickou energii Ej, = $Mcv® = 10%J expandujicich vnéjsich vrstev.
Bily trpaslik ztistava zachovan, exploze se mtize vicekrat opakovat jako u rekurentnich nov.

oha 6.8 P1i vybuchu novy plati zdkon zachovani hybnosti pro expandujici obalku ve tvaru
Uloha 6.8 Pii vibuch lati zak hovani hybnosti dujici obalk t
(%m‘?’p + MO) v = Myvy, kde r je vzdalenost obalky od hvézdy, p je hustota mezihvézdného

prostiedi, My je hmotnost obalky, v je rychlost obalky ve vzdalenosti r a vy pocatecéni rychlost
expanze obalky. Dosazenim v = % a naslednou integraci obdrzime %m"lp + Myr = Myvot,
coz je vztah urcujici polomér obalky v zavislosti na case. UrcCete, za jaky cCas se rychlost
expandujici obalky zmen$i na polovinu. Jsou zadany p = 3.10~2'kg.m~3, vy = 1000 km.s~*,

MO - 10_4M®.
Reseni: Ze zakona zachovani hybnosti plyne v = %vo jestlize %m’3p = M,. Dosadime dale

1/3
a obdrzime ¢t = % <iﬂ) = 100 rokt, coz nastane ve vzdalenosti r = 0,08 pc.
0 \ 4mp
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6 POZDNI STADIA VYVOJE HVEZD, NOVY, SUPERNOVY

Uloha 6.9 Uréete velikost gravitaéni potencialni energie, ktera se uvolni p¥i vibuchu super-
novy.

5 & o _ _ 3GM? 3GM? ~ 3GM? 30
ReSeni: FEgp = Epn — Epoe = SR BRuer — 5y . Po dosazeni M = 2,8.10°"kg,

R = 10*m obdrzime Fg,, = 3.10*J. Uvolnénd energie se pfeménuje na zafeni, na formovani
neutronové hvézdy, na kinetickou energii neutrin a expandujici obalky. Pfevaznou ¢ast energie
odnasi neutrina.

Uloha 6.10 U supernov I typu je pravdépodobnjm zdrojem energie v maximu jasnosti rozpad
5oNi — 58Co + e + v, + v probihajici pfi explozi radioaktivniho izotopu 53Ni. Jak velka
hmotnost 1atky obsahujici izotop 53Ni j Je nezbytna pro objasnéni zafivych Vykonu =~ 3.10%W
supernov v maximu? Polo¢as rozpadu 35Ni je 7 /2 = 6,1 dne a energie uvoliiovana pii rozpadu

je 1,78 MeV.
Reseni: 'V 1kg niklu v ¢éase t = 0 je Ny = 5, 716 03.10%atomt. Za 1 sekundu se rozpadne
atomtt N; = No\ = Nogl—/z = 1,4.10". P¥i rozpadu 1 atomu se uvolni energie 2,9.107'3J.

3.1036

49 (a4 z <’ 7
391013 = 10%, tudiz odpovidajici

Celkovy pocet nezbytnych rozpadl atomt za 1 sekundu je

hmotnost je W =~ 75.10%kg = 0,4 M,

Uloha 6.11 V dalsi fézi vyvoje supernov po dosazeni maxima jasnosti je moznym zdrojem
energle rozpad 55Co — 58Fe + e + v, + v s uvoliiovanou energii 3,72 MeV. Polodas rozpadu

35Co je 1 /2 = 77,7 dne. Uréete predpoklddané mnozstvi latky obsahujici tento izotop, které
je nezbytné k tomu, aby objasnovalo zarivé vykony supernov po nékolika stovkach dnt po
dosazeni maxima jasnosti = 10°*W. Udaje odpovidaji supernové 1987 A.

Reseni: Necht v ¢ase t = 0 je v 1kg kobaltu Ny = 1.10%°atomt, za 1 sekundu se rozpadne
N; = No\ = 10*®atomt. Uvorlnena energie pfi rozpadu 1 atomu je 6.10713J. Odhadovany pocet
rozpadil za 1 sekundu je & 10( = 22 1,7.10%, ¢emuz odpovida hmotnost = 1011% ~ 1,7.10%kg =
0,085 M.

Uloha 6.12 Celkova energie uvoliiovana pii viybuchu supernov I typu je odhadovana = 10*].
Urcete rychlost expanze, jestlize budeme modelové predpokladat, Ze veskera uvolnéna energie
se pfeméni na kinetickou energii obalky o hmotnosti 0,5 M.

Reseni: v = (%)1/2 &~ 1,4.10%*km.

Uloha 6.13 Milhovina zbyla po vybuchu supernovy se pohybuje rychlosti piiblizné v =
800 km.s~!, jeji tthlovy prémér je zhruba 3° a jeji vzdilenost je 800 pc. Stanovte staii ml-
hoviny, uvazujeme-li hypotézu, ze vybuch byl adiabaticky. Za tohoto predpokladu plati vztah
R = gvt, kde R je vzdalenost od mista exploze supernovy.

Resend: Linearni primér mlhoviny 2R = 40 pc, staii je odhadovano na 10 000 rokt.

Uloha 6.14 Z Cha je typem kataklyzmické proménné zvané trpasli¢i nova. Sklada se z bilého
trpaslika o hmotnosti 0,85 M, a poloméru 0,01 R, druhou slozkou je hvézda hlavni posloup-
nosti pozdni spektralni tfidy M o hmotnosti 0,17 M. Obézna doba soustavy je T' = 0,0745d.
Objasnéte astrofyzikalni podstatu soustavy, urcete maximalni teplotu 7).« a hodnotu zafi-
vého vykonu disku pfi jeho akreci, jestlize dM/dt = 1,3.107°M.rok ™', pfiblizné 10*3kg.s~.
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Reseni : Z III. Keplerova zakona obdrzime pro velikost velké poloosy dvojhvézdy, tedy
pro vzdalenost obou slozek a = [#GTQ (M, + M2)]1/3 = 5,2.10%m. Vzdalenost mezi pri-

marni slozkou a vnitinim Lagrangeovym bodem L je dana l; = a <0,500 — 0,227 log %) =

3,4.108m. Z Cha je polodotykovym systémem, sekundarni slozka zaplituje Rochetiv prostor,
vzdalenost mezi sekundarni slozkou a vnitinim Lagrangeovym bodem je zaroven velikosti
druhé slozky. Plati Ry = Iy = a — l; = 1,8.10%m. To zhruba souhlasi s poloméry hvézd HP

spektrdlnf tfidy M6. Polomer obézné kruhové drahy je e = a (4)" (14 32) = 1210%m.

Odhad vngjsiho poloméru disku je Rgigx & 27 = 2,4.10%m. Pienos hmoty je piiblizné
dM —1,3.107"Mg.rok ™! = 7,9.10"kg.s~'. Maximélni hodnota teploty disku je Tipax =
1/4
3GMdM/dt
0,488 | =g
klesa z 44000 K na 8000 K. Podle Wienova posunovaciho zakona to odpovida zméné ..

z 66 nm na 363 nm. Celkovy zarivy vykon disku, integrovany pfes vsechny vlnové délky je
dM

M=
Laiox = & —6,8.10°W.
disk = G R 6,8.10

= 4,4.10*K. Pfi pohybu smérem k vnéjsim oblastem disku teplota

Uloha 6.15 Akrece je nartist hmoty hvézdy vyvolany napi. pfitazlivosti. Jestlize padajici
hmota pii srazce s povrchem hvézdy vyzafi svoji energii ziskanou v gravitacnim poli, mtizeme
jeji zarivy vykon zapsat vztahem L = G %%, kde % je rychlost akrece, mnozstvi dopadajici
hmoty za 1s na povrch hvézdy, M, R jsou hmotnost a polomér hvézdy. Urcete koeficient
uvolnovani energie, ktery je roven pomeéru uvoliiované energie a klidové energie hmoty, ktera
se ucastni procesu uvolnovani energie. Propoctéte tento koeficient pro

a) neutronovou hvézdu M = 1,5 My, R = 10 km,

b) bilého trpaslika M = 1,4 My, R = 5000 km.

Porovnejte s efektivitou uvolnovani energie v pp fetézci.

Reseni: Efektivita uvoliiovani energie pii akreci je n = %% 100%. Konkrétné pro neutro-
novou hvézdu n = 20% a pro bilého trpaslika n = 0,04%. V pfipadé pp fetézce je n = 0,7%,

obvykle zaokrouhlujeme 1 = 1%.

Uloha 6.16 Porovnejte maximalni teploty disku T}y a zafivé vikony disku pfi akreci u bilého

trpaslika a neutronové hvézdy. Je zadano:

a) bily trpaslik — 0,85 M), 0,0095 Re, dM/dt = 10%%kg.s™" = 1,6.107 M .rok*,

b) neutronova hvézda — 1,4 My, R = 10km, dM/dt = 10*kg.s~! = 1,6.107? M .rok .

3GM dM/dt
8mtoR3

padé obdrzime Th. = 2,6.10* K, coz odpovidad Amax = 110 nm. Zafivy vikon disku uréime ze

vztahu Lgig = GMC%/ 4 dostaneme 8,6.10%W, tedy 0,22 L. Obdobné pro disk u neutro-

nové hvézdy stanovime Th,. = 6,9.10° K, coz odpovida Apax = 0,4 nm, tudiz rtg. ¢asti spektra.

Z&tivy vykon disku je 9,3.102°W, tedy 2,4.103L,.

g 1/4
Reseni: Pro maximalni teplotu disku plati T},,, = 0,488 ( ) . 'V prvnim pii-

Uloha 6.17 Planetarni mlhovina s thlov§m préimérem 7’ se nachazi ve vzdalenosti r = 150 pc.
Rychlost expanze planetdrni mlhoviny zjisténa spektroskopicky je 25km.s™1. Uréete skutecny
prumeér planetarni mlhoviny a jeji stari za predpokladu, zZe expanze probihala stale stejnou
rychlosti.
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6 POZDNI STADIA VYVOJE HVEZD, NOVY, SUPERNOVY

Reseni: Skuteény pramér mlhoviny pfi o = 0,00204 rad je D = ra: = 0,3 pc. Stafi uréime

16 .
ze vztahu T = 2 = % >~ 4.10's =2 10* rokd.

Uloha 6.18 U supernovy 1987 A byl zjistén rozdil energii mezi prvni a posledni skupinou
neutrin AE = 10 MeV, ¢asovy rozdil ¢inil 0,3 s. Pti znalosti vzdalenosti r Velkého Magellanova
mracna 50 kpc stanovte horni hranici hmotnosti neutrina. Pfedpokladame stfedni rychlost
pohybu neutrin v.

D v , , , v . . v . 2
Reseni: Rozdil rychlosti mezi ¢dsticemi za piedpokladu v & ¢ je Ap = L — L o2 At
y t1 to T

Déle plati \/1— % & /230 & | [260 & 35,1077, tudiz m,e® = AE/1 - % = 3,50V, Homi

hranice hmotnosti je m, = 6.10~%kg.
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7 Zavérecna stadia vyvoje hvézd

Uloha 7.1 Odvodte vztah pro gravitaéni rudy posuv u bilého trpaslika o hmotnosti M a
poloméru R.

Reseni: 'V ptiblizeni klasické fyziky plati vztahy: £ = mc?, E = hv = m = % Gra-
vitacni potencidlni energie na povrchu hvézdy je E, = -G ]‘gfg”. Celkova energie je E, =
hv (1 — ffé) Energie detekovaného fotonu na Zemi je hv' = hv (1 — gj\g), Av =v—1/'. Upra-

vou pro hmotnost hvézdy obdrzime M = %C%R, nebo pfi vyuziti vlnovych délek M = %CQ—R

G
kde jsme volili [2%| = |82|. V rdmci OTR lze zménu vinové délky zafeni vyjadiit priblizné
AN (1 . 2GM)—1/2 _ 1~ GM

A 2R c2R"

Uloha 7.2 K ovéfeni gravitac¢niho rudého posuvu, relativistické dilatace ¢asu uvazujme na-
sledujici zadani: Méjme dvoje hodiny, prvni ukazuji cas 717 ve vzdalenosti R; od stfedu nize
uvedenych kosmickych téles o hmotnosti M. Druhé hodiny ukazuji ¢as T ve vzdalenosti R,.

26M \ 1/2
T R
Pro pomér cast plati Tz = (%) . Jaky pomér obou casti ukazuji hodiny v pfipa-
1 T 2R,

dech, jestlize:

a) Jedny hodiny jsou umistény na povrchu bilého trpaslika, druhé ve velké vzdalenosti.

b) Jedny hodiny jsou umistény na povrchu neutronové hvézdy, druhé ve velké vzdalenosti.
c) Jedny hodiny jsou umistény ve vzdalenosti Schwarzschildova poloméru u télesa o hmotnosti
3 M, druhé ve velké vzdalenosti.

Reseni: Dosadime do uvedeného vztahu: a) Tp/T) = 1,000212 , b) Ty /T = 1,191828 , c)
Tg/Tl — OQ.

Uloha 7.3 Diskutujte platnost viridlové véty u bilych trpaslik.

Reseni: Kinetickou energii interpretujeme jako vnitini energii, ktera je rozdélena mezi
Castice elektrony F, aionty F;. Plati obecny tvar viridlové véty ve tvaru 3 (y — 1) (Ex)+(E,) =
0. V ptipadé, Ze elektrony jsou nerelativisticky degenerovany a ionty ve formé idedlniho plynu,
plati v = 2, tedy klasicka viridlova véta 2(Ey) 4 (E,) = 0. Pfi relativistické degeneraci v = 3

3
a tudiz dostavame (Ex) + (E,) = 0.

Uloha 7.4 Odhadnéte tepelnou a gravitacni energii bilého trpaslika s teplotou nitra 107 K,
hmotnosti 1 M, poloméru 0,01 R, zafivém vykonu 0,01 L a celkovym poétem ¢astic 10°7
ve hvézdé. Provedte diskusi vysledku s ohledem na viridlovou vétu. Uréete predpokladanou
dobu existence bilého trpaslika.

Reseni: Vyjadiime gravitacni potencidlni enegii F, = —%G%Q = —2,3.10*2], kinetic-
kou energii By = 3NET = 2,1.10"J. Tedy (E}) < (E,). Hydrostatickd rovnovédha u bilych
trpaslikti je udrzovana tlakem degenerovaného elektronového plynu, nikoliv tlakem plynu vy-
volanym tepelnym pohybem, viridlovou vétu nelze pouzit. Pfedpokladanou dobu existence

stanovime T = £t = 5.4.10'% = 10° rokii.
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7 ZAVERECNA STADIA VYVOJE HVEZD

Uloha 7.5 Odvodte zavislost poloméru bilého trpaslika na hmotnosti za predpokladu nere-
i1 5
lativistické degenerace p ~ ps.

] Resent: Vyjdem? z rovnice hydrostatické rovnovahy: % = —TMQ 0, % — %. Plati % ~ % 0,

p3 ~ % = R ~ M™5. S rostouci hmotnosti bilého trpaslika se zmensuje polomér a hustota

predevsim v centralni, ¢asti do 1/4 poloméru se zvétsuje.

Uloha 7.6 Radialni rychlosti hvézd, jak znamo, uré¢ujeme pomoci Dopplerova jevu. Skupinové
urcovani radialnich rychlosti bilych trpaslikii ukazalo na jejich systematické vzdalovani stredni
rychlosti 38 km.s™!. Co mifizeme konstatovat o primérné hmotnosti bilych trpasliki, jestlize
prijmeme jejich primérny polomér 7700 km?

Reseni: 7 uvedenych udaji lze odhadovat stiedni hmotnost bilych trpaslikti za predpo-

kladu platnosti vztahu pro gravitacni rudy posuv na z = % = ffg, M = 13.103%kg =
0,65 M.

Uloha 7.7 Urcete teplotu nitra bilého trpaslika se zafivym vykonem L = 0,03 L, o hmotnosti

My, X =0,Y =09, p=14.

LZ (14 X) M,
73104 M

2/7
Reseni: Pro teplotu nitra plati T; = [ } =28.10"K

Uloha 7.8 Odhadnéte hustotu, pfi které nastiava proces neutronizace, tedy slucovani elek-
tronti a protonti na neutrony podle reakce p™ +e~ — n + V.

Reseni: 'V limitnim ptipadé, jestlize neutrino neodnasi energii, uzijeme relativistické vyja-
~1
v ’ . . , . 2
dieni kinetické energie pro elektron m,c? [(1 - 2—2) — 1} = (my — mp — me) 2. Pro nerela-

tivistické elektrony je rychlost v —n /= —— || — | —| ,odtud | —— | =
2 A) myg My — My

TMe ©27Tme
3/2
h? Z\ p 2/3 5  Amyg [ 27mec 3 Me 2
1_W [(Z) m—H} . Pro hustotu obdrzime p = 7 ( . ) 1— (m)

> 2,3.10'"%kg.m~® pfi piedpokladu 4 = 1 pro vodik.

Uloha 7.9 Zafivy vykon Siria B je 0,022 L, efektivni povrchova teplota dosahuje 24 800 K,
naméfend hodnota gravitaéniho rudého posuvu je z = 3.10~*. Urcete hmotnost Siria B a
jeho primeérnou hustotu. Stanovte teplotu nitra a dokazte, ze elektrony se nachazeji ve stavu
degenerace.

- 1/2 .

Reseni: Rp = <#) = 5,6.10°m tudiz 0,008 Ro. Upravou vztahu pro gravita-

ef
¢ni rudy posuv dostaneme Mp = %RB% = 2,1.10%%g, tedy 1,03 M. Prf;r;érné hustota
p = 2.86.10° kg.m~3. Teplotu nitra stanovime ze vztahu T; 2 7.107 (5—3%) — 23.107K.
O] B

zpT

Podminka degenerace stanovuje Klpg > ==, odkud po ¢astecném dosazeni obdrzime p >

3/2
(%) 103. Nerovnice dava pro p > 5,4.106kg.m~2, tudiz podminka degenerace elektronti

je splnéna.
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Uloha 7.10 Z&fivy vykon hvézdy 40 Eri B je 0,017 L, efektivni teplota 17000 K. Naméfena,
hodnota gravita¢niho rudého posuvu z = 6.107°. Uréete hmotnost tohoto bilého trpaslika.

. 1/2
Reseni: Polomér uréime Rp = <ﬁ) = 10"m tedy 0,015 Ro. Hmotnost Mp =
ef

¢ RpS = 8.10% kg, priblizné 0,43 M.

M

Uloha 7.11 Stanovte horni hranici poloméru pulsaru — neutronové hvézdy o hmotnosti
1,4 My, s periodou rotace 1,5.107%s. Reste v newtonovském piiblizen.

Reseni: Pro hmotny bod na rovniku rotujici neutronové hvézdy musi platit £, > F,.

1/3
Dosazenim obdrzime R < <GMP2> , R < 20km.

4m?

Uloha 7.12 Jeden z prvnich objevenjch biljch trpaslikit 40 Eri B mé efektivni povrchovou
teplotu 17 000 K a absolutni bolometrickou hvézdnou velikost 9,2 mag. Naleznéte jeho polomeér.

Resent: Za¥ivy vykon stanovime ze vztahu L = 10%447=Mvo) =~ (017 L,. Polomér
1/2
uréime ze vztahu R = <4me4) ~10"m = 0,015 Re.
ef
Uloha 7.13 Stanovte Schwarzschild@v polomér R, = 22’ng pro Slunce, kulovou hvézdokupu

o hmotnosti 10° My, a jadro galaxie o hmotnosti 10° M.

Reseni: Dosadime pro jednotlivé piipady: Slunce R, = 3km, kulova hvézdokupa R,
3.10° km, jadro galaxie R, = 3.10°km = 0,02 AU. Velikost R, ~ M.

Uloha 7.14 Neutronovi hvézda vznikla po vybuchu supernovy mé v pribéhu prvnich 100
rokti po vzniku povrchovou teplotu 7" vétsi nez 2.10° K. Na jaké vinové délce lezi maximum
intenzity vyzarovani predpokladame-li, Ze vyzafuje jako ¢erné téleso s vyse uvedenou teplotou.
Urcete zarivy vykon, jestlize polomér neutronové hvézdy je 10 km.

Reseni: 7 Wienova posunovaciho zakona uréime Ap.. = % = 1,44nm, zarivy vykon

stanovime ze Stefanova-Boltzmannova zékona L = 41 R?cT7 = 1,14.10* W.

Uloha 7.15 S vyuzitim vztahu z = % = g—ﬂg dokazte, Ze maximalni hodnota rudého posuvu

z pro zareni z povrchu neutronové hvézdy je 0,14.

Reseni: Dosadime charakteristiky typickych neutronovych hvézd M = 2.8.10%kg =
14 My, R=1,5.10*m = 15 km.

Uloha 7.16 Zjistény ¢asovy rozdil pfichodu signal z pulsaru v Krabi mlhoviné PSR 0531421
na frekvencich fo = 430 MHz a f; = 196 MHz ma hodnotu 4,796 s. Urcete vzdalenost pul-
saru, jestlize hustota elektront v mezihvézdném prostoru ve sméru Krabi mlhoviny je n. =
2,8.10*m=3.

Reseni: Pulsar je zdrojem elektromagnetického zafeni v Sirokém intervalu frekvenci. Na
Zemi je nejprve prijimano zareni o vyssich kmitoctech, nasledné teprve zafeni o nizsich kmi-
toctech. Velikost tohoto ¢asového posunu, tzv. disperzni mira, zavisi na koncentraci volnych
elektront® v mezihvézdném prostiedi ve sméru pulsaru a na vzdalenosti pulsaru. Pii feSeni
vyuzijeme jiz upraveny vzorec, ve kterém je casovy rozdil vyjadien v sekundach, hustota elek-
tronti n, je dana jejich poétem v cm?®, vzdalenost d je v pc a frekvence fi a fo jsou v MHz.

49



7 ZAVERECNA STADIA VYVOJE HVEZD

Plati vatah At = 415.10 ned (% — 75
1 2

Tzv. disperzni mira DM = fod nedl = 5,6.10" pc.m 3.

), odkud pro vzdalenost dostaneme d = 2000 pc.

Uloha 7.17 Uréete hustotu elektronti v mezihvézdném prostoru ve sméru pulsaru PSR 0901 — 63,
jestlize na frekvencich f, = 405 MHz a f; = 234 MHz byl zjistén ¢asovy rozdil prichodu signali
3,797 s. Vzdélenost pulsaru d = 3000 pc.

Reseni: Ze vztahu At = 4,15.1073 n.d (

# — #) uréime n, = 2,5.10* m=3.

1 2

Uloha 7.18 Urcete energii, kterou ztraci pulsar — neutronova hvézda o hmotnosti 1,4 M
a poloméru R = 10km v Krabi mlhoviné kazdou sekundu pfi zmensovani tthlové rychlosti
rotace prostrednictvim zmény rotacni energie. Je zadano P = 0,033 s a % = 4.10713.

Resent: % = —%ﬂQMRQP_S% = 5.103'' W coz odpovida zafivému vikonu Krabi ml-
. , A P v v s . . , . 2 2
hoviny. Lze také vyjadiit zménu rotac¢ni kinetické energie za sekundu, tedy AE, = 4”511‘3/[23 —
Am2MR?  _ 4,2 27(1Y\ __ (1 _ 2AP\] _ 1032 . . . L sy s
5Prapy — 57 MR [(PQ) (P2 55 )} = 10°%J. Samotna Krabi mlhovina ma zafrivy vy-

kon asi 5.103'W.

Uloha 7.19 Pulsar v Krabi mlhoviné ma zafivy vikon 5.103' W, jeho perioda rotace P =

0,033 s, hmotnost 1,4 M, R = 10 km. Urcete nartst periody rotace a odhadnéte stafri pulsaru.
Reseni: Rotacni kinetickd energie je déna vztahem E,o = $1w? I = 2M R?. Predpokla-
dejme, ze veskera energie se preménuje na zafeni, plati zakon zachovani energie: % + % =
. : _ dEsar . dEwot _ 8.2 2 p—3dP dP _ 5 LP3 .

0. Déle plati L = <3 = A =T MRdf o O(ligtud (.ios.tanerrw i = s= g bo do
sazeni obdrzime pro nartist periody rotace ;- = 4.107"°. Pfiblizny odhad staii pulsaru dava

por 0033

T = 10" =2 3.10% roki. Ve skutecnosti je staii pulsaru asi 10° rokii.

Uloha 7.20 Uréete velikost magnetické indukce magnetického pole pulsaru v Krabi mlhoviné.
Perioda rotace P = 0,033 s, dasovd zména dP/dt = 4.10713, § = 90°.

. : . . _ , 647° B2 RS sin? 0
Reseni: Zativy vykon rotujictho magnetického dipdlu je L = — 6 P . Pfed-
C L o
poklddame, ze Cwt = —Sx2)R?P~34L 74 predpokladu, Ze rotatni kinetickd energie se
plné preménuje na zafeni plati —$r?MR?P~34E = —4x?[p~3d8 — %W. Pro hod-

1/2
notu magnetické indukce dostavdme B = =5 3¢ | P%) . Dosazenim obdrzime hodnotu

R3sinf <W
B = 8.10%T, coz je fadové srovnatelné s hodnotou zjisténou z pozorovani B = 4.108 T.

Uloha 7.21 Stanovte charakteristickou energii relativistickych elektronfi v Krabi mlhoviné
vyvolavajicich v optickém oboru zareni o vlnové délce A\ = 600nm. Velikost magnetické
indukce je 1.1078T. Stiedni energie vyzafenjch fotonfi synchrotronovim mechanismem je
€=2,0.10"1T"teV.

Reseni: e=h$=2eV, E?2 =5 = E.=10"eV.

Uloha 7.22 Pulsar o zafivém vykonu 7,8.10%° W, hmotnosti 1,4 M a poloméru R = 10km
ma periodu rotace P = 0,089s. Urcete nartist periody rotace a jeho ptiblizné staii.
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Reseni: Postup obdobny jako v predchazejicich ilohach, dP/dt = 1,2.10713, ¢ = 5.10* rokf.

Uloha 7.23 Zdroje rtg. zéieni v Galaxii se vyznacuji zafivymi vykony v intervalu (10% —
1031) W . Odhadnéte linearni velikost zdroji, jestlize vinovd délka maximdalni intenzity ve
spojitém spektru je \,, = 0,3nm, tudiZ teplota dosahuje asi 107 K. Jakou akre¢ni rychlosti
musi hmota padat na objekt, aby produkovala pozorovany zarivy vykon?

Reseni: Pro na$ vypocet zvolme zaiivy vykon 10°° W. Polomér vypocteme ze vztahu

R = ( 4W£T4)1/ ? . Numericka velikost akrecniho disku kolem erné diry 2R = 20 km. Necht

na objekt o poloméru R a hmotnosti M dopadd hmota tempem dM/dt za s. Produkovana
gravitacni potencialni energie je dEdgtraV Gg M dM . Jestlize energle se preménuje na zateni se
100% téinnosti, dostaneme ze vztahu L = G fdM o dM _ RL = 7,5.108 kg.s~!. Redlngjsi

. o ) At 0 Cdt GM -
predpoklad tcéinnosti je asi 50%.

Uloha 7.24 Uréete velikost energie, kterou Krabi mlhovina vyzaiuje a ¢astecné spotiebuje
na svoji expanzi, vite-li, ze ztratu FE,, v dusledku zbrzdovani rotujici neutronové hvézdy
zptsobené interakci magnetického pole s plazmatickou obalkou mtzeme vyjadrit vztahem
d‘g;‘“ Twde 7 Fyzikdlni charakteristiky neutronové hvézdy jsou 1,4 My, R = 10km, w =

1903571, %2 = —24.1077s72,

Reseni: Po dosazeni hodnot obdrZzime % ~ 5103 W.

Uloha 7.25 Rtg. pulsary ve dvojhvézdach pfedstavuji neutronové hvézdy, na které dopada
hmota. K takovym objekttim patii rtg. pulsar Her X 1 s periodou P = 1,24 s, jehoz zarivy
vykon je L =2 8.10% W. Odhadnéte rychlost akrece u tohoto pulsaru v Mg.rok *. Udaje pro
R=15.10"m, M = 3.10¥kg.

Reseni: Akreéni zafivy vykon je dan vztahem L =2
6.10"kg.s* =2 1078 My .rok .

odtud uréime 44 — BL _—

M dM
G% dt GM

R dt

Uloha 7.26 Rtg. pulsar mé periodu P = 3,61s a zafivy vikon L, = 3,8.10% W. Pfedpokla-
dejme, ze jde o neutronovou hvézdu o hmotnosti 1,4 M, a poloméru 10km, s magnetickou
indukei na povrchu 108 T. Naleznéte dP/dt a hodnotu }fgj Mzeme rtg. pulsar vysvétlit jako
radiovy?

Resent:  Ze vatahu L = —3x2 M R*P=342 urgime 92 — —3L \[~'R=2P3 = 4.10~°. Odtud
+£92 =1.107s7. Pulsar by se rychle zastavﬂ

Uloha 7.27 Porovnejte velikost maximalniho thlového momentu hybnosti ¢erné diry o hmot-
nosti 1,4 M, s velikosti thlového momentu hybnosti nasledné uvedeného pulsaru. Z dosud ndm
znamych pulsarii je nejrychleji rotujicim pulsar s periodou P = 0,00156 s, hmotnosti 1,4 M
a polomérem 10 km.

Reseni: Pro ¢ernou diru je velikost tthlového momentu hybnosti Lyax = GJ(‘:/[ 2 =
1,7.102 kg.m.s~2, pro pulsar L = mwr? = 1,1.10*2 kg.m.s~2. Uhlové momenty hybnosti jsou
u obou téles srovnatelné.
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8 Hvézdy a mezihvézdna latka

Uloha 8.1 V typickém mezihvézdném mraéné pii T = 50K je n = 5.107*m~3. Budeme
predpokladat, e mracno je sloZeno z vodiku H I, pg = myng = 8,4.107 ¥ kg.m3. Urdete
kritickou Jeansovu hmotnost.

Resend:  Zvolime molekuldrni hmotnost ;1 = 1 a dosadime do vztahu
3/2 1/2
M, ( kT ) ( 3 ) . Po dosazeni obdrzime M 2 1500 M.

Gumyg 47 po

Uloha 8.2 Stanovte teoretickou hodnotu Jeansovy hmotnosti mezihvézdnych mracen, pro t¥i
mozné pripady:

a) chladné oblasti s T = 10K, py = 1079 kg.m ™3

b) oblasti H II, kde T' = 10* K, py = 1072 kg.m—3

c) horké oblasti, ve kterjch T' = 10°K, py = 10" kg.m 3

Molekularni hmotnost p pfijméte rovnu 1.

Resens: M; =~ 12.10* M, , M; = 1,2.108 M, M; = 1,2.10'2 M,

Uloha 8.3 Urcete stiedni dobu mezi dvéma srazkami atomti neionizovaného vodiku pfi teploté
mezihvézdného mracna 80 K, jestlize G¢inny srazkovy priifez atomi je pfiblizné o = 1071 m?,
predpoklddand hustota atomil je ng = 10~ m=3.

_ —-1/2

Regeni:  Pro stiedni dobu plati r = 1 (;ﬁ%) 2 1,5.10's 2 500 roki.
Uloha 8.4 Uréete dobu pobytu atomu vodiku v ionizovaném stavu v planetarni mlhoving,
je-li zaddna koncentrace volnych elektronti n, = 10'°m=3, teplota mlhoviny 7" = 10* K.

~ 2,5.10'8 T ~ 8 v o . , ;
= == 7or = 2,5.10°s = 8rokil pti uvedenych podmin-

Reseni: Doba pobytu je t,
kéch.

Uloha 8.5 V mezihvézdném prostiedi, jeho vlastnosti se blizi vlastnostem idedlniho jed-
noatomového plynu, je teplota urcovana pomoci vztahu %sz = %mHvz. Urcete teplotu je-li

rychlost rozgifovani vldknovych struktur mlhoviny rovna v = 102 km.s .

Reseni: Dosazenim obdrzime T = 230 000 K.

Uloha 8.6 Jak se méni poloha hvézdy na diagramu barva — pozorovana hvézdné velikost pro
kulové hvézdokupy, jestlize

a) vzdalenost hvézdokupy se zvétsi 10x

b) mezi hvézdokupou a pozorovatelem lezi mra¢no prachu pro které A = 5mag.

Reseni: Vyjdeme ze vztahu m — M = 5logr — 5. P¥i zvétSeni vzdalenosti 10x se zvétsi
pozorovana hvézdna velikost o 5 mag, tedy poloha hvézdy se posune smérem doli. V pripadé
mezihvézdného mracna prachu se zvétsi pozorovana hvézdna velikost rovnéz o 5 mag, tudiz
poloha hvézdy se posune doli na H — R diagramu.
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Uloha 8.7 Odhadnéte teplotu prachové ¢astice nachézejici se ve vzdalenosti r, = 100 AU
od nové vzniklé hvézdy hlavni posloupnosti spektralni t¥idy F0. Predpokladejme, Ze rotujici
castice je ve stavu termodynamické rovnovahy, to znamené, ze mnozstvi energie absorbované
¢astici v daném cCasovém intervalu je pfesné rovno mnozstvi vyzafené energie touto ¢astici.
Dale predpokladame, ze c¢astice je sféricky symetrickd a absorbuje zafeni jako ¢erné téleso.
Uvazovana hvézda hlavni posloupnosti méa povrchovou teplotu 8 200 K a polomér 1,8 R,.

Reseni: Dosazenim do Stefanova-Boltzmannova zakona uréime zativy vykon hvézdy
L = 51.10*W. Za podminek zadani pfiblizné plati ;L5377 = $mrdoT, odkud T =

4mr2 3 cef
1/4 2 1/4
<47rLrg %) - <If§ Tfef) =T75K.

Uloha 8.8 Ve stfedu planetarni mlhoviny Helix se nachézi horka hvézda — bil§ trpaslik s povr-
chovou teplotou 7' = 100 000 K. Velka cast zareni centralni hvézdy je pohlcovana mlhovinou.
Objasnéte pro¢ muzeme skrze ni pozorovat vzdalenéjsi galaxie.

Reseni: Pii tak vysoké povrchové teploté hvézdy piipada velkd ¢ast zafeni na lymanov-
ské kontinuum A < 91,2nm, které je absorbovano mlhovinou a ionizuje pritom vodik. Ve
viditelném oboru spektra je mlhovina prizracna pro zareni jak centralni hvézdy tak i objektt
umisténych v radidlnim smeéru za ni.

Uloha 8.9 Odvodte vztah pro geometrickou délku zorného paprsku uvniti prstencové mlho-
viny, skladajici se z obalky o tloustce d a vnéj$im poloméru r. Bude mlhovina vypadat jako
planetarni, jestlize hustota uvnit¥ obalky se zmensi o jeden ¥ad a d/r = 0,17

Reseni: Geometricka délka zorného paprsku je [ = 2 {[r2 - [(r — d)* — 2?] 1/2},
kde x je vzdalenost zamérného paprsku do stiedu mlhoviny. Pti zadanych podminkach bude
mlhovina vypadat jako planetarni.

Uloha 8.10 Uprostied emisni mlhoviny RiiZice se nachazi hvézda spektralni t¥idy O5 s povr-
chovou teplotou asi 50 000 K a odhadovanym polomérem 18 R . Kolik mezihvézdnych atomt
vodiku dokaze tato hvézda ionizovat za 1 sekundu? Jak by se zménil pocet fotont, jestlize by
se teplota hvézdy zvysila na 100 000 K?

Reseni: Pii zadané povrchové teploté a poloméru je zafivy vykon hvézdy L = 5,6.1032 W,

tedy 1,5.10° L. Z Wienova posunovaciho zdkona obdrzime )\, = % = 58 nm, coz je pod-

statné méné nez 91,2 nm nezbytnych pro ionizaci vodiku za zakladniho stavu. Vétsina fotont
je schopna vyvolat ionizaci, pro zjednoduseni predpokladejme, Ze vSechny emitované fotony

maji A, stejné. Jejich stfedni energie je £ = @ = 3,4.107®J. Celkovy pocet fotonti je
Ny = £ = 10%. Pocet fotonil vyzafovanych z 1m za 1 sekundu lze vyjadfit 5 7]:T 27 kT?’

Pri zadanych povrchovych teplotach téméf kazdy foton muze ionizovat atom, tedy pocet io-
nizaci je roven poctu fotont vyzafovanych za 1 sekundu. Celkovy pocet fotonti vyzafovanych
hvézdou je mT 347 R? =2 10%°, coz odpovid4 vysledkiim ziskdvanym jinymi zptsoby. Jestlize
dojde ke zvyseni teploty na 100000 K, tedy na dvojnasobek, pocet fotont se zvysi osmina-

sobné.
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8 HVEZDY A MEZIHVEZDNA LATKA

Uloha 8.11 Dolozte vipo¢tem vznik oblasti H II ionizujicim zafenim v prostoru kolem hvézdy
spektralni tiidy O6, Tiy = 45000 K, L = 1,3.10° L.

Reseni: Podle Wienova posunovaciho zakona A, = 64nm, tedy existuji podminky pro
ionizaci vodiku ze zdkladniho stavu. Nezbytna energii je rovna F = % = 3,1.107*®J. Pii
zjednodusujicich predpokladech, ze vSechny emitované fotony maji stejnou vinovou délku, je

celkovy pocet fotonti produkovanych hvézdou za sekundu Ny & £ = 1,6.10%. Pii znalosti

E
rekombina¢niho koeficientu o = 3,1.107 m®.s~! a hodnoté hustoty mra¢na vodiku ny =

1/3
3Nf> / nﬁ2/3

~Y

5.10°m~3 dostaneme dosazenim pro polomér Stromgrenovy oblasti rg = (
7,9.10% m = 0,25 pe.

¥ deY

Uloha 8.12 Které jsou dva hlavni faktory urcujici velikost oblasti H II? Objasnéte astrofy-
zikalni podstatu své odpovédi, odvodte velikost Stromgrenovy sféry.

Reseni: Velikost H II oblasti je uréovana polomérem a teplotou ionizujici hvézdy a hus-

%) RARE T

totou latky v Stromgrenové oblasti. Plati vztah rg =2 ( T H

Uloha 8.13 Dokaite, ze Stromgrentiv polomér zény H II zavisi na koncentraci atomii vodiku
v zévislosti rg ~ n=2/3.

Reseni: Zakladni slozkou mezihvézdné latky je vodik, ktery je v oblastech H II prakticky
plné ionizovan. V stacionarnim stavu pocet ionizaci je roven poc¢tu rekombinaci, které pro-
bihaji pri srazkach protoni a elektroni. Jejich pocet v objemové jednotce je proto ~ men,
nebo n?, n = n, + n.. Celkovy pocet rekombinaci v oblasti H II je ~ n?r¥ = konst., kde rg
je polomér oblasti H II. Z druhé strany pocet rekombinaci je roven poctu ionizaci, které jsou
uréeny parametry vyzafujici hvézdy. Shrnuto z vise uvedeného plati rg ~ n=2/3 .

Pro ¢iselnou predstavu uvadime tabulku polomért oblasti vodiku H IT u hvézd hlavni
posloupnosti riiznych spektralnich t¥id pfi ng = 10 m=3.

Spektralni t¥ida 7 [pc] Spektralni tfida r [pc]

05 140 Bl 17
06 110 B2 11
o7 87 B3 7.2
08 66 B4 5,2
09 46 B5 3,7
B0 26 A0 0,5

Uloha 8.14 Naleznéte polomér Strémgrenovy oblasti kolem hvézdy Spicy, B2V, T = 24 000 K,
R =5R, . Pfedpoklddan4 hustota ny = 10°m~=3, koeficient rekombinace na vSechny energe-
tické hladiny vyjma prvni zékladni je o = 2,3.107 m3.s7 L.

Reseni: Nejprve uréime podet kvant zaieni — fotont uvoliiovanych z 1 m? povrchu hvézdy
za 1s, N = ZEL 2 exp (—12), kde v = £ = 3,29.10" s7!. Dosazenim obdrzime podet kvant
lymanovského kontinua N = 102 fotont.m?.s~!. P¥i poloméru hvézdy R = 3,5.10°m dosta-
neme celkovy pocet fotontt uvoliiovanych hvézdou N; = 47 R2N = 10 fotont.s~!. Polomér

A3
Stromgrenovy oblasti uréime rg = (%) nH2/3 ~2210"m = 7pc.
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Uloha 8.15 Hvézda s povrchovou teplotou 16000 K je pohrouZena do mezihvézdného mra-
¢na. Odhadnéte, jaka cast jeji vyzarované energie pripada na ionizaci mezihvézdného vodiku.
Predpokladejme, ze hvézda vyzatfuje jako Cerné téleso.

Reseni: Tonizovat vodik je schopné zaieni s vinovou délkou A < 91,2 nm, tedy s frekvenci

v > vy, kde v; = 3.10"°s7!. Hledani ¢ast energie zaieni je § = (fOOB du) (fs° B,,dz/)_l,

kde B, 2h” [exp (ﬁ) 1} T Q}CL;’ ex p( kT) Pro vodik z; = }]:,”Tl > 160000, pii T =

16000 K z; = 10, tudiz 6 = ( mdx) (f x?’e_mdx) . Pfi z > 1 plati flO e *dx
10° [i5 e "dz = 10%e~'°. Dale f z?edx = 3! = 6. Celkové § = £10% 710 = 1072 pripadé na

24

ionizaci vodiku, hvézda mé prilis nizkou teplotu pro vyraznéjsi ionizaci.

1

Uloha 8.16 Boltzmanniiv ¢len exp (—Z—;) umoznuje urceni relativniho obsazeni energetic-

kych hladin. Uzijte tento ¢len k vypoctu teploty nezbytné pro atomy vodiku, aby proton a
elektrony presly z antiparalelniho do paralelniho spinu. Jsou teploty mracen H I dostatecné

k produkovani této nizké energie?
i)
kde g—i = 3, pii v = 14204MHz = % 0,07 K. Boltzmannova rovnice méa tvar =
07

3 exp (—0—) Kineticka teplota mezihvézdného vodiku je vzdy vétsi nez 0,07 K, tedy exp (——
= 1, pomér ]N\/j = 3 se nepatrné meéni s teplotou mezihvézdného plynu. Ve vyssim stavu s anti-
paralelmm spinem (pfesnéji v disledku rozdilnosti orientaci magnetickych momentii protonu

a elektronu) se bude nachézet 75% atomu vodiku.

Reseni: Stupeii excitace atomi vyjadiujeme z Boltzmannovy rovnice %B = gB £ exp (

Uloha 8.17 Ze spektroskopickych pozorovani planetarni mlhoviny NGC 7027 byla zjisténa
jeji teplota 1,1.10* K. Vyzafovaci schopnost plynu mlhoviny, jak ve spektralnich ¢arach tak
ve spojitém spektru, charakterizujeme veli¢inou nazyvanou emisni mira, je zavedena obecné
EM = fol n2dl. V celém rozsahu vinovjch délek je povrchova jasnost mlhoviny prakticky
tmérnd EM. V na$i tloze je stfedni emisni mira EM = 5,4.10" pc.cm 8. Naleznéte koncent-
raci elektrond n, v mlhoviné a stanovte jeji hmotnost. Pfedpokladame n, =konst. a sféricky
tvar mlhoviny o priméru D = 0,1 pc

Reseni: Ze zadani ulohy dostaneme EM = n2D = n, = 2,3.10'm~3. Hmotnost elek-

trontt v mlhoving odhadneme M 2 47 (Q

a7 (5 )3neme =~ 10% kg. Tento odhad se zvysi na M =
10?? kg pii zapoc¢teni hmotnosti protonti a dale atomt helia, kterjch je v mlhoviné p¥iblizné

16% poctu atomil vodiku a zapoctenim hmotnosti i tézsich prvkl.

Uloha 8.18 Zjisténé &itky éar Hy, s A = 656,3nm a N I s A = 658,4nm jsou A); = 0,05nm
a AXy = 0,04 nm. Naleznéte teplotu a rychlost pohybu oblasti plynu v mlhoviné.

Reseni: Vyuzijeme vztah A\ = 2 (QkT + vt)l/ ? pro sitky obou car, fesime dvé rovnice,
obdrzime kinetickou teplotu 7" = 3 100K a vy = 9km.s™h

Uloha 8.19 Ve spektrech plynngch mlhovin pozorujeme pozorujeme radiové ¢ary vznikajici
prechody mezi vysoce polozenymi energetickymi hladinami. Urcete vlnovou délku rekombina-
¢ni ¢ary vodiku Hn,, n > 1.
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8 HVEZDY A MEZIHVEZDNA LATKA

Reseni: Vlnova délka fotonu vyzafovaného pfi pfechodu z energetické hladiny m na n
je ddna vztahem A, = A7, kde A\; = 91,2nm. Polozime m = n + 1 a predpokladame,
ze n > 1. Dosazenim obdrzime )\n,nﬂ =\ <7 n ) Podle tohoto vztahu spektralni cara

H 100, mé vinovou délku ptiblizné 5 cm.

Uloha 8.20 Dokazte, 7e rekombinaéni ¢ary vodiku n, ng, N, ns jsou ekvidistantni podle
frekvence.

Reseni: ReSeni: Vyjdeme ze vztahu pro frekvenci fotonu vyzafovaného pii piechodu
atomu vodiku z energetické hladiny m na n v,, = 1 (# — #), kde v; = 3,29.10'° Hz.
Polozime m = n + An a pfredpokldddme, Ze n > 1 a An < 1. Obdrzime v, p1nn =

vy (# @ +1An)2) = %An. Odtud je zfejmé, Ze pri zvétseni An o jednotku narusta frek-

vence odpovidajiciho prechodu o stejnou velikost 2”1 , ktera je frekvenci ¢ary Hn,.

Uloha 8.21

Navrhnéte pristroj, kterym lze detekovat ptichézejici zareni, které vznika v atomech vo-
diku pfi pfechodu z paralelni na antiparalelni orientaci spind protonu a elektronu. Teoreticky
propocitany rozdil mezi obéma energetickymi hladinami je 8, 86.10_6 eV.

Reseni: Vlnovou délku zafeni stanovime ze vztahu \ = = 21 cm. Za detekéni pristroj
zvolime radiovy teleskop pracujici na cm vlnach.

Uloha 8.22 Nechf mra¢no mezihvézdného plynu ma hmotnost M a jeho thlovy polomér je ¢.
Dokazte, ze pro vzdalenost mracna plati r ~ %, kde F' je tok zareni z mracna detekovany
na Zemi. Tento vztah odvodil Sklovskij pro uréeni vzdalenosti mlhovin za pfedpokladu, ze

pro jejich hmotnost plati M ~ +/LV.

Reseni: Pro objem mlhoviny plati V ~ R® ~ r3p3, pro zéfivy vykon plati L ~ R? ~

2/5
r2p?F. Upravou dostaneme r ~ %

Uloha 8.23 Odhadnéte hustotu neutralniho vodiku podél zorného paprsku prochazejiciho
pres mracno, pri 10% absorpci ve stfedu ¢ary L. Koeficient absorpce ve stfedu ¢ary v piepoctu
na 1 atom je ko = 107 m?, pii predpokladané teploté plynu priblizné 100 K.

Reseni: Pii priichodu zéafeni pfes mrac¢no plynu se zeslabuje e, krat, kde 7 je opticka
tloustka vrstvy plynu. Ve stiedu ¢ary L, je rovna ko IV, kde N je celkovy pocet atomi vodiku
podél prochazejiciho se paprsku. Absorpce se stava podstatnou, jestlize kcN = 0,1. Odpo-
vidajici hustota na paprsku je m,N = 0,172 = 2.107 ' kg.m3. Spektralni analyza je tudiz
velmi citlivou metodou.

Uloha 8.24 Mra¢no H I emituje spektralni ¢aru o vlnové délce 21 cm s optickou hloubkou
v jejim stfedu 7y = 0,5, jde o opticky tenkou ¢aru. Primérnd hustota plynu atomt v mracnu je
ng = 10 cm ™3, teplota plynu je 100 K a $iika ¢ary, pfepocitana na rychlost je Av = 10km.s™!.
Naleznéte tloustku mracna [.

Reseni: Ze vztahu 7y = 5,2.10~ 14l o urcime [ = 10" m = 32 pe.
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Uloha 8.25 Céstice kosmického zafeni jsou udrzovany v Galaxii prostfednictvim magnetic-
kého pole. Urdete polomér drahy relativistické ¢astice s ndbojem e a energii 103 GeV kolem
silodar magnetického pole o magnetické indukei B = 5.1071° T.

Reseni: Plati E = eBr, odtud pro polomér r v pc dostaneme r = 1,08.10_16%, je-li B
v [GeV] a B [T)]. Dosazenim obdrzime r = 2.107* pc = 41 AU.
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9 Extragalakticka astronomie

Uloha 9.1 Nage Galaxie s hmotnosti pfiblizné 2,5.10'* M, a galaxie v souhvézdi Andromedy
M 31 o hmotnosti 3,6.10' M, jsou dvé nejvétsi galaxie v Mistni soustavé galaxii. Predpokla-
dejme, zZe tvoii dvojnou soustavu a obihaji kolem spolecného hmotného stfedu po kruhovych
drahach. Urcete velikost obézné doby, jestlize vzdalenosti mezi nimi je asi 700 kpc.

472 a’

Resent: T = (2
esent (G M1—|—M2

1/2
) =~ 7.10* rokd, tedy asi 70 miliard let.

Uloha 9.2 Maximalni zplo§téni, tzv. mira elipti¢nosti, u eliptickjch galaxii je definovana
vztahem 07—1’10 = 7. Urcete nejvétsi pomeér velké a malé osy elipsoidu eliptickych galaxii.

Reseni: Dosazenim obdrzime 7 = 3,3

Uloha 9.3 Které z emisnich ¢ar v nasledujici tabulce mizeme z povrchu Zemé pozorovat
v optickém oboru spektra u kvasaru s nasledujicim rudym posuvem

a)z=0,1
b) z = 1,0
c) z=4,0.

Tabulka hlavnich emisnich ¢ar u aktivnich galaxii a kvasarii:

L. 121,6 nm  Hp  486,1 nm
NV 1240nm OIIl 4959 nm
CIV 1549 nm OIIl 500,7 nm
CHI 1909 nm NII 654,8 nm
MgIl 2798 nm H, 656,3 nm
OIl 372,7nm NII 6584 nm

Ne IIT 386,8nm S II 671,7 nm

Hs 4102nm S II  673,1 nm

H, 434,1 nm

Resend: Pfi vybéru vhodnych ¢ar vyjdeme ze vztahu (2 + 1)\, = A,, kde A, musi byt
v optické ¢asti spektra. Tedy v pfipadé a) vSechny ¢ary od Ne III, b) ¢ary C III az po ¢aru
Ne III, ¢) ¢ary L, az C IV.

Uloha 9.4 Ve spektru kvasaru byl optickou spektroskopii zjistén rudy posuv z = 2,5. Které
emisni ¢ary byly pii tomto zjisténi pouzity? Viz tabulka predchéazejici alohy.

Reseni: VyuZijeme vztah (z+ 1)\, = \,. Nejvhodngjsi a nejcastéji pouzivanou ¢arou
je Lg.

Uloha 9.5 Ve spektru kvasaru 3C 273 je emisni ¢ara vodiku Hy o laboratorni vlnové délce
486,1 nm posunuta o 77,8 nm smérem k dlouhovlnnému konci spektra. Urcete

a) vzdalenost kvasaru

b) linedrni rozméry kvasaru, jestlize tthlovy primér ¢ini 2a = 0,24”
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b) linearni velikost vytrysku 1 z kvasaru, jehoz ihlova velikost je 19,5”
c) jeho zafivy vykon, jestlize absolutni bolometricka hvézdné velikost je — 25 mag.

Reseni: Vzdélenost kvasaru uréime ze vztahu r = % = 640 Mpc. Ptiblizny skutecny
primér kvasaru je D = r2a = 2.10" m = 700 pc. Velikost vytrysku je I = 2.102' m = 70 kpc.
Zarivy vykon kvasaru je 7,9.10M L.

Uloha 9.6 Zafivy vykon kvasartt dosahuje 10*° W. Fyzikalni podstata procesti umoziiujicich
tak obrovské uvoliiovani energie neni dosud definitivné objasnéna. Vypoctéte mnozstvi hmoty
v jednotkach Mg za rok, které se premeéni, aby pokryvalo odpovidajici zativy vykon pti
a) termonukledrnim hofeni s G¢innosti n = 0,01
b) akreci na relativisticky objekt s u¢innosti n = 0,1 — 0,3.

aM

Reseni: Ubytek hmoty je roven & = 1,57 'Mg.rok . Pfi termonukledrnim hofeni je

tbytek pfiblizné 150 M.rok ™', p¥i akreci a volbé n = 0,2 obdrzime 7,5 Mg .rok .

Uloha 9.7 Dosud nejvzdalendjsi klasické cefeidy (s typickymi periodami 1 - 50 dnii) byly
objeveny za pomoci Hubbleova kosmického dalekohledu v galaxii M 100, kterd je soucasti
bohaté kupy galaxii v souhvézdi Panny. Na obr. je znazornéna zavislost pozorované vizualni
hvézdné velikosti a periody pulsace, tedy zavislost perioda — zafivy vykon. Uzitim dvou cefeid
nejblize polozenych k ptimkové zavislosti, na grafu oznacenych, stanovte jejich vzdalenost a
tudiz vzdalenost galaxie M 100.

Resend: U prvni cefeidy m, = 26,3 mag, log P = 1,39 dne. Ze zévislosti My = —2,80 log P—
1,43 stanovime My = —5,3mag. Dosazenim do vztahu logr = 1+ 0,2 (m, — My) = 7,32,
r =2 20 Mpc. U druhé cefeidy analogicky m, = 25,6 mag, log P = 1,61 dne, My = —5,94 mag.
Vzdalenost logr = 7,31 pc, tudiz » = 20 Mpc.

Uloha 9.8 Model jadra aktivni galaxie piedpokladé, Ze kolem ¢erné diry s velkou hmotnosti
krouzi akre¢ni disk, jeho# typicky polomér je r, = 10* m. Urdete velikost vyzafeného vykonu
pii dopadu plynu o hmotnosti 1 M za rok z akrecniho disku na cernou diru o hmotnosti
108 M.

Reseni: Schwarzschildtiv polomér ¢erné diry je rg = 294 = 3.10" m. Pfedpokladame
1

2
tempo padu latky o hmotnosti m = 2.10%kg.rok ™' = 6.102kg.s~!. Uvolnéna gravitaéni

potencidlni energie je E, = GMm (— — ri) = 3.10% J, coz pro zafivy vykon aktivni galaxie

rs a
dava = 103 W.

Uloha 9.9 Siika ¢ary Hy ve spektru jadra seyfertovské galaxie je zhruba 3nm. Jaké jsou
charakteristické rychlosti pohybu mracen plynu v jadre takové galaxie?

Reseni: 'V disledku pohybu mracen dochézi k rozsifeni ¢ary. Plati vztah pro Dopplertiv
jev % = 2. Polovina pozorované sitky 1,5 nm odpovidd maximéalnimu posuvu ¢ar do cervené
respektive fialové casti optického spektra pro mrac¢na pohybujici se nejvétsi rychlosti podél zor-

ného paprsku. Pro vlnovou délku A = 486,1 nm obdrzime pti dosazeni v = c% = 1000 km.s~ 1.

Uloha 9.10 Emisni ¢ary plynu ve stiedu gigantické eliptické galaxie M 87, NGC 4486 byly
zkoumany spektrografem na Hubbleové kosmickém dalekohledu. Ze spektralni diagnostiky
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¢ary O II 372,7nm byla uréena obézna rychlost 500 km.s~! plynu pfi poloméru 0,25”. Odhad-
néte hmotnost centralni oblasti uvnitf prstence. Za predpokladu, Ze se jednd o ¢ernou diru
urcete jeji Schwarzschildiv polomér. U galaxie M 87 byla zjisténa hodnota z = 0,004.

Reseni: Nejprve z Hubbleova zdkona stanovime vzdalenost r = % = 7 = 16 Mpc. Uhlovy
polomér pievedeme, av = 1,2.107%rad. Skuteény polomér prstence je R = ar = 5,9.10'" m.
Pri zanedbani hmotnosti latky vné disku a jejim sféricko-symetrickém rozlozeni mizeme psat

2

vo= G o M = R >~ 210%kg = 10° M. Dosazenim do vztahu pro Schwarzschildiv

polomér Rg = 29¥ =~ 3102 m =~ 10~ pc.

Uloha 9.11 Vnitini okraj plynného disku aktivniho galaktického jadra galaxie M 106, NGC 4258
byl pozorovan ve vzdalenosti 0,004” od stfedu. Zjisténa hodnota radialni rychlosti u této ga-
laxie je 580 km.s~!. Stanovte vzdalenost a urcete polomér vnitiniho okraje disku v pc, plyn
obih4 kolem stiedu rychlosti 1 100 km.s~!. Uréete hmotnost disku.

Reseni: 7 Hubbleova zékona stanovime vzdalenost » = 7,7 Mpc. Pfi zndmé thlové ve-

likosti poloméru o = 1,9.10~8rad obdrzime pro skuteény polomér R = ar = 4,510 m =
0,15 pc. Hmotnost uréime ze vztahu M = ”%R =8.103"kg = 4.10" M.

Uloha 9.12 Radiovy zdroj v jadfe aktivni galaxie ma tihlovou velikost 0,001”, kosmologicky
rudy posuvu je z = 0,5. Urcete linearni rozméry zdroje v pc.

-~ 2
Reseni: Rychlost vzdalovani stanovime ze vztahu v = 08122;1 = 0,38¢c. Vzdalenost
ur¢ime z Hubbleova zakona r = & = 1500 Mpc. Skutecna linearni velikost zdroje je D =

10731,5.10° = 1,5.10 AU = 7,5 pc.

Uloha 9.13 U radiové galaxie Centaurus A, nachazejici se ve vzdélenosti 5Mpc, byl na
frekvenci 1400 MHz zjistén monochromaticky tok F' = 10® Jy. Uréete zaiivy vykon v radiovém
oboru (107 Hz — 10'Y Hz) této galaxie, jestlize spektralni index o = 0,8.

Reseni: RAdiovy vykon galaxie vypocteme L, = 4mr? f:f F,dv = 10%*W.

Uloha 9.14 U kvasaru PC 1247+3406 byly ve spektru identifikovany emisni vodikové ¢ary,
mimo jinych také ¢ara L, A, = 121,6 nm. Detekovana na Zemi mé ¢ara vlnovou délku A\, =
721,4nm. Urcete rychlost vzdalovani kvasaru.

S5 . v « — . 2)2—
Reseni:  Pti hodnoté z = ’\”)\—l)‘l = 4,93 je rychlost v = CEL;QQ = 0,95c¢.

Uloha 9.15 Druhy nejsilnéjsi radiovy zdroj na obloze po Slunci je radiova galaxie Cygnus A,
vyznacuje se rudym posuvem z = 0,057. Na frekvenci v = 2000 MHz byla zjisténa spektralni
hustota toku zafeni 103 Jy, tedy 1072 W.m~2.Hz'. Pfi znalosti spektralniho indexu o = 0,75
urcete zafivy vykon v radiovém oboru galaxie Cyg A, predpokldddme kmitoctovy rozsah
v; = 10"Hz a vy = 10'° Hz.

Reseni: Nejprve uréime vzdalenost r = % = 230 Mpc. Zafivy vykon v rddiovém oboru
je Ly = 4mr® [ F,dv = 10 W.

Uloha 9.16 Zdtvodnéte hypotézu, ze Siroké vodikové emisni ¢ary vznikaji pfi pohybech
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velkych oblasti latky v kvasarech. Jejich &ifky jsou v optické oblasti asi Az = 5.1073. Teplotu
téchto oblasti odhadujeme na 10* K.

Reseni: P¥i Az = 2% = Av = 1,5.10km.s~!. Rychlost tepelného pohybu pii zadané

1/
teploté je vy = (%) =~ 10*m.s7!, kde pfedpokldddme hmotnost atomu vodiku my =

1,7.1072" kg. Tudiz vznik spektralnich ¢ar v kvasarech bude spojen s pohybem celych oblasti
— mracen vyzarujictho plynu, jejich rychlost podstatné prevysuje rychlost tepelného pohybu
castic.

Uloha 9.17 Predpokladanym zdrojem aktivity jader galaxii a kvasarti miize byt akrece latky
na ¢ernou diru s velkou hmotnosti. Minimalni velikost oblasti vyzafovani je v takovém pripadé

fadové rovna gravitaénimu polomeéru ¢erné diry R, = zfQM . Maximalni zarivy vykon zpravidla
klademe Lpq = 279¢ ). Piedpokladame-li akreci jako zdroj energie u kvasaru 3C 273 uréete

K
minimalni hodnotu hmotnosti ¢erné diry a minimalni dobu proménnosti zareni. Zarivy vykon

polozte L = 10%*'W.
Reseni: Minimalni hmotnost ¢erné diry je 8.10% M, minimalni doba proménnosti je 2,1 hod.

Uloha 9.18 Urcete charakteristickou hmotnost jadra seyfertovské galaxie predpokladame-
li, Ze pozorované Siroké emisni ¢ary vznikaji v kvazistacionarni obdlce plynu kolem jadra
o poloméru 0,1 pc. Spektroskopicky uréend rychlost plynu je pfiblizné 930 km.s™.

Reseni: M = ©R = 2107 M.

Uloha 9.19 Ve vymezené oblasti prostoru o poloméru R = 5,2.10° pc existuje kupa galaxii
obsahujici 670 pozorovatelnych galaxii. Jejich stfedni rychlost vzhledem k inercialnimu sys-
tému spojenému s hmotnym stfedem kupy ¢ini 1050 km.s™!. Urcete tzv. viridlovou hmotnost
této kupy.

Reseni: Pro gravitatné vazanou kupu plati viridlovd véta (Ej) = —3(E,), dosazenim
obdrzime mv? = G™M  odkud M = 2E(v?) = 10" M.

Uloha 9.20 Pohyb Zemé (Galaxie) ve sméru souhvézdi Lva zptisobuje tzv. dipélovou anizot-
ropii reliktniho zafeni vzhledem k jeho stfednimu rozlozeni. Zjisténa rozdilnost teplot ve sméru
apexu a antiapexu je rovna AT = 7.1073 K, stiedni teplota reliktniho zifeni je Ty = 2,7 K.
Tedy v disledku platnosti Dopplerova jevu se reliktni zafeni ve sméru pohybu jevi jako tep-
lejsi, v protilehlém sméru chladnéjsi. Urcete rychlost pohybu Zemé v, predpokladame-li, ze
tthel ¥ mezi smérem vektoru rychlosti a smérem pozorovani je nulovy, tedy cosv = 1.

Reseni: Pro teplotu zafeni ve sméru apexu plati T = T (1 + 7 cos 19), T —-T, = &L,

2
Dosazenim uréime v £ 400 km.s™!.

Uloha 9.21 Pfedpokladejme, Ze kosmicky prostor je rovnomérné vyplnén galaxiemi se stejnou
absolutni hvézdnou velikosti a je dokonale pruzra¢ny. Dokazte, ze podil po¢tu galaxii do (m+1)

pozorované hvézdné velikosti a poctu galaxii m-té hvézdné velikosti je roven & ]Ef?nt)l) = 3,98.

Reseni: 7 upravené Pogsonovy rovnice, pii zadanych podminkach, dostaneme pro vzdale-
nost vztah r = 1017%2M10%2m_ Celkovy pocet galaxii s hvézdnou velikosti m je roven N(m) ~

r3 ~ 10007 103(1=02M) “Odtud pro pomér dostaneme N]E[Tnt)l) = 10;)’0%(77::) = 10%¢ = 3,98.
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9 EXTRAGALAKTICKA ASTRONOMIE

Uloha 9.22 Kterjch ¢stic je v soucasné dobé ve vesmiru vice, reliktnich fotont nebo pro-
tont? St¥edni hustota latky ve vesmiru je 10~%7 kg.m~3. Teplota reliktnich fotonti je 2,7 K.

Reseni: Celkovy pocet fotond v 1m?® je N = [* 8;1)7)1 = 2.10"T3. V kazdém m3
ex kT)\

je v soudasné dobé 2.1072,7.10% = 4.10% fotonfi. Pfedpokladdme-li, Ze zakladni p¥ispévek pro
stfedni hustotu vesmiru dava vodik, potom pocet protont je roven % >~ (0,6m~>. Pri
zapocteni c¢asti skryté hmoty, kterou by mohla tvofit napf. neutrina s nenulovou klidovou
hmotnosti, by koncentrace protont byla jesté nizsi. Shrnuto ve vesmiru je reliktnich fotont
asi 109 krat vice nez protonfi. Zékladni jednotky stavebni hierarchie vesmiru — hvézdy vsak

jsou slozeny prevazné z protont.

Uloha 9.23 Odvodte v ramci klasické fyziky vztah mezi kritickou hustotou a Hubbleovou
konstantou. Odhadnéte stari vesmiru.

Resend: Zkoumejme sférickou oblast prostoru o hmotnosti M = konst., p = p(t), R =
R(t). V ni se pohybuji ¢astice — galaxie o hmotnosti m, ééstice na povrchu koule mé rych-
lost vg. Plati vztah pro celkovou mechanickou energii —mv I GmM W... Odtud pro hustotu
energie w dostaneme 11112,% GM — w. V urditém case t = t, platl podle Hubbleova zakona
vg = H R(t) a dale p = p(ty). Upravou obdrzime R* (JH?* — 4G7rp) = w. V kritickém stavu
pii R — oo Je 1z — oo plati —H2 Gwpk = 0, odtud p, = 22=. Pri stredm rychlosti ex-
panze vr = =, odkud s pouzmm Hubbleova zakona vg = H R obdrznne t = +. Pfijmeme-li

Hubbleovu konstantu H = 75km.s~' Mpc ™! je t = 10'° roki.
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10 Pocitacové ulohy

10.1 Zareni hvézd

Uloha 10.1 Nakreslete kiivku vyzafovani ¢erného télesa pro teploty 5000K a 5780 K. Cim
se lisi?
Reseni: Pro spektralni hustotu energie vyzafovani éerného télesa plati

8mch 1
EN) = N5 Qhe/NT _ |

Pro vypocet l1ze pouzit napiiklad nasledujici funkci:

function b(tep,lam:double) :double;

const h=6.6256e-34; {Planckova konstanta}
c=2.99792e8; {rychlost svetla}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}

var lamb5:double;

begin

lamb:=lam*lam*lam*lam*lam;

b:=8.0*pi*h*c/lamb/ (exp(h*c/lam/bolk/tep)-1.0);
end;

1,2.10°
1,010° |
8,0.10° -

6,0.10° |

E [Jm]

4010° t

2,0.10°

0’0.100 .y’/ I I I I I ! ! T‘“”*w
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

A [nm]
Obrazek 1: Zavislost spektralni hustoty vyzafovani ¢erného télesa na vlnové délce.
Graf zavislosti Planckovy funkce na vlnové délce pro teploty 5000 K a 5780 K je na ob-
razku 1. Jsou patrné dva zavery. V celém intervalu vinovych délek plati, ze spektralni hustota

vyzafovana télesem s vyssi teplotou je vétsi. Patrny je posuv maxima obou kiivek, pro vyssi
teploty smérem k nizs$im vlnovym délkam.
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10 POCITACOVE ULOHY

10.2 Nitro hvézd

Uloha 10.2 S pouzitim programu STATSTAR vypoététe model hvézdy se sluneéni hmot-
nosti (s parametry! hmotnost, zativy vykon a efektivni teplota rovnymi 1,0 M, 0,86071 L,
a 5500,2 K, chemické slozeni odpovida Slunci, X = 0,7, Y = 0,292 a Z = 0,008).

1. Nakreslete zavislost P, M,, L, a T na r.

2. Pro jakou teploty a pro jaky polomér dosahuje L, 99% a 50% své povrchové hodnoty?
Jaka tomu odpovida hodnota M,.?

Reseni: Graf jednotlivych zavislosti je na obr. 2.

08 f 1
06 | il
04 f 1
02t 1
e TIT,
0 L L Ty L L xL
0 100 200 300 400 500 600 700 800

r [20% km]

Obrazek 2: Model hvézdy se slune¢ni hmotnosti

Uloha 10.3 Pomoci programu STATSTAR vypo¢téte model hvézdy na hlavni posloupnosti
s hmotnosti 1,0 M (pro tuto hvézdu jsou zafivy vykon a efektivni teplota rovny 0,86071 L,
a 5500,2K) a porovnejte ho s modelem hvézdy o hmotnosti 0,75 My, (pro tuto hvézdu jsou
zativy vykon a efektivni teplota rovny 0,1877 L, a 3839,1 K). Pro obé hvézdy predpokladejte
chemické slozeni odpovidajici Slunci (X = 0,7, Y = 0,292 a Z = 0,008).

Resend: Centralni tlak a teplota hvézdy se sluneéni hmotnosti (7. = 1,4.10°K, p, =
7,710 kg.m™3) jsou vyssi nez odpovidajici hodnoty pro hvézdu s hmotnosti nizsi (7, =
1,1.107K, p. = 6,8.10° kg.m™3).

Uloha 10.4 Porovnejte parametry hvézd s hmotnosti 1,0 Mg, s réiznymi chemickymi slozenimi
X=0"7,Y=0292 Z=0,008aX=0,7Y =029, Z=0,01. Vysvétlete pripadné rozdily.

!Pfesné hodnoty parametrt hvézd jsou uvedeny pouze pro ziskani daného modelu stavby hvézdy (jsou
vybrany tak, aby byly splnény ptislusné okrajové podminky diferencidlnich rovnic popisujicich stavbu hvézd)
a nemaji tedy astrofyzikalni smysl.
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Reseni: Hvézda s vyS$im obsahem kovii mé nizsi efektivni teplotu (Tis = 5280 K) a zé-
Fivy vykon (L = 0,76104 L) nez hvézda s chemickym slozenim shodnym se Sluncem (viz. pfi-
klad 10.2). Divodem je vétsi opacita latky hvézdy s vyssim obsahem kovi. U hvézdy s mensim
zafivym vykonem je nizsi centralni teplota.

Uloha 10.5 Pomoci programu STATSTAR vypoététe teoretickou hlavni posloupnost pro
hvézdy s hmotnostmi 0,5 Mg, — 13,0 M. Zvolte sluneéni chemické slozeni (X = 0,7, Y = 0,292
a Z =0,008).

Reseni: Charakteristiky? hvézd hlavni posloupnosti ziskané programem STATSTAR jsou
uvedeny v tabulce.

M [Mo]  L[Le]  Tu[K]
0,50 0,0213005 23214
0,70 0,129867  3523,0
1,00 0,86071  5500,2
1,50 6,39 8726,4
2,00 22,5809 112184
3,00 116,58 15007,3
4,00 341,1 17904,0
7,00 2260,2  24074,0
10,00 6641,5  28263.6
13,00 13789,5  31493,0

10.3 Hvézdné atmosféry

Uloha 10.6 Nakreslete graf zavislosti poméru koncentrace neutralniho vodiku k celkové kon-
centraci vodiku v zavislosti na teploté za predpokladu termodynamické rovnovahy. Pro zjed-
noduseni predpokladejte, ze koncentrace elektronti je n, = 10'"m=3.

Reseni: Pro Sahovo rozdéleni plati

3/2
N, 2B (QWmekT) / —

Ny n.By h2

kde N; je koncentrace iontu, Ny neutralniho atomu, By a By jsou prislusné rozdélovaci funkce
a x; ionizac¢ni potencial. Celkova koncentrace atomt vodiku N = Nj 4+ Ny. Pro ziskani hodnot
v grafu je mozné pouzit nasledujici program:

program sahav;

var tep,nel,x:double;
i:integer;

function saha(tep,nel:double) :double;

2Viz poznamka k tloze 10.2.
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10 POCITACOVE ULOHY

const em=9.10956e-31; {hmotnost elektronu}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}
h=6.6256e-34; {Planckova konstanta}
exc=13.598; {excitacni energie H v eV}
enab=1.6022e-19; {naboj elektronu}

var bl,b2,x:double;

begin
bl1:=2.0;
b2:=1.0;

x:=2.0*pi*em*bolk*tep/h/h;
saha:=2.0*b2xsqrt (x) *x*exp (-exc*enab/bolk/tep) /nel/bl;
end;

begin

tep:=1000;

nel:=1.0el7;

for i:=1 to 200 do

begin
tep:=tep+100.0;
x:=saha(tep,nel);
writeln(tep,1.0/(1.0+x));
end;

end.

Vysledny graf je na obrazku 3.

No/N

5000 10000 15000 20000
TIK]

Obrazek 3: Graf zavislosti relativni koncentrace atomti HI na teploté.
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Uloha 10.7 Nakreslete graf zavislosti poméru koncentrace vodiku s elektronem, nachazejicim
se na druhé energetické hladiné k celkové koncentraci vodiku v zavislosti na teploté za predpo-
kladu termodynamické rovnovahy. Pro zjednoduseni predpokladejte, ze koncentrace elektront
je ne = 10°m=3. Vysvétlete tvar ziskaného grafu. Jaky zavér lze uéinit pro ¢ary Balmerovy
série vodiku?

Regeni: VyuZijeme vysledku piedchézejiciho pifkladu (10.6) pro vypodet relativniho za-
stoupeni neutralniho vodiku. Pro vypocet podilu koncentrace vodiku na druhé hladiné k cel-
kovému mnozstvi neutralniho vodiku vyuzijeme Boltzmannovy rovnice

& — g_Be_XAB/kT
Na  ga ’

kde Np a je koncentrace atomu vodiku na druhé hladiné a N4 celkova koncentrace neutralniho
vodiku, gp a g4 jejich statistické vahy, x 4p excitacni energie.
Pro ziskani grafu na obrazku 4 je mozné pouzit nasledujici program,

program sahav2;

const em=9.10956e-31; {hmotnost elektronu}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}
h=6.6256e-34; {Planckova konstanta}
exc=13.598; {excitacni energie H v~eV}
enab=1.6022e-19; {naboj elektronu}

var tep,nel,x,n,gh,g2,x2:double;
i:integer;

function saha(tep,nel:double) :double;

const em=9.10956e-31; {hmotnost elektronu}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}
h=6.6256e-34; {Planckova konstanta}
exc=13.598; {excitacni energie H v~eV}
enab=1.6022e-19; {naboj elektronu}

var gl,g2,x:double;

begin
gl1:=2.0;
g2:=1.0;

x:=2.0*pi*em*bolk*tep/h/h;
saha:=2.0*g2*sqrt (x) *x*exp(-exc*enab/bolk/tep) /nel/gl;
end;

begin
tep:=1000;
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10 POCITACOVE ULOHY

nel:=1.0e20;
gh:=2.0;

n:=2.0;
g2:=2.0*n*n;

for i:=1 to 200 do
begin

tep:=tep+100.0;
x:=saha(tep,nel);
x2:=g2/gh*exp(-exc*enab/bolk/tep*(1.0-1.0/n/n));
writeln(tep,x2/(1.0+x));
end;
end.

ve kterém jsme vyuzili funkci saha z pfedchézejiciho ptikladu.

7,0.10°® ; x T :
6,0.10° | g
50.10° | 1

4010 t .

Ng/N

3010 t 1
2,010 t 1

1,010° | 1

0,0. 100 L L L 1
5000 10000 15000 20000

TIK]

Obrazek 4: Graf teplotni zavislosti relativni koncentrace atomi vodiku na druhé energetické
hladiné na teploté.

Tvar kiivky je dan jednak tim, Ze s rostouci teplotou roste podil excitovanych atomi
vodiku k atomim v zakladnim stavu. Proto kfivka pro nizké teploty zprvu roste. Pro vyssi
teploty se zacCina vodik ionizovat, ubyva celkového mnozstvi atomi vodiku v zakladnim stavu
a tedy i podil atomi vodiku na druhé hladiné klesa.

Balmerovy ¢ary vznikaji prechody mezi hladinou s kvantovym c¢islem 2 a vysSimi hladi-
nami. Proto jsou za dané elektronové koncentrace nejvyraznéjsi prave pro teplotu 7' = 9800K.

Uloha 10.8 Intenzita vychazejici z izotermické vrstvy nachazejici se v lokalni termodynamické
rovnovaze je dana presnym TeSenim rovnice pfenosu zafeni

70
Iy =1,(0)e ™ + / By(T(1))e”"=™)dr,
0
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kde 7,(0) je dopadajici intenzita zafeni v bodé s nulovou optickou hloubkou 7 = 0, 7y je
opticka hloubka vrstvy a B, (7 (7)) Planckova funkce. V pfipadé zminované izotermické vrstvy
lze Planckovu funkci vytknout pred integral a provést integraci,

I, = I,(0)e™™ + By(T)(1 — ™)

Zvolte B, (T') = 2By a nakreslete zavislost vystupujici intenzity na optické tloustce vrstvy pro
hodnoty dopadajici intenzity zafeni I,(0) = 0, 1By, 2By, 3By. Diskutujte ziskané vysledky. Co
plati pro opticky tenkou vrstvu (79 < 1) a pro opticky tlustou vrstvu (7 > 1)7

Reseni: Pro vypodet zavislosti vystupujici intenzity na tloustce vrstvy je mozné pouzit
nasledujici program:

program izotv;

var i: integer;
b,tau,int,i0: double;

begin

b:=2.0;

i0:=3.0;

for i:=1 to 100 do

begin
tau:=(i-1)/10.0;
int:=i0*exp(-tau)+b*(1.0-exp(-tau));
writeln(tau,int);

end;

end.

25+ 1,(0)=38, i

1,(0)=2B,

hO=18, .-

1,/Bo

15 f
 1,(0)=0

Obrazek 5: Zavislost intenzity vyzarené vrstvou na jeji optické hloubce pro rizné hodnoty
dopadajici intenzity.
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10 POCITACOVE ULOHY

Nejprve diskutujme pfipad, kdy na vrstvu nedopadéd zadné zafeni (1,(0) = 0, viz. obr. 5). Je
patrné, ze pro opticky tenké vrstvy je intenzita zareni zavisla na optické hloubce linearné, pro
rostouci optické hloubky vrstvy se blizi k Planckové funkci. Obecné, pro libovolnou intenzitu
dopadajiciho zafeni plati, Ze intenzita vystupujiciho zafeni pro pripad opticky tenké vrstvy je
priblizné rovna intenzité dopadajiciho zareni. Prikladem opticky tenkych prostiedi mohou byt
napriklad nékteré hvézdné vétry. Naopak, pro opticky tlusta prostfedi intenzita vystupujiciho
zareni se blizi Planckové funkci, nezavisi tedy na intenzité dopadajiciho zafeni a na optické
hloubce vrstvy. Prikladem opticky tlustého prostfedi miize byt slunecni atmosféra v ¢are H,,.

Uloha 10.9 Piedpokladejte, ze nad povrchem hvézdy, ktery zaif jako erné téleso o teploté
T, = 5780 K se nachézi vrstva s optickou hloubkou 7 = 1 ve stavu lokalni termodynamické
rovnovahy. V pozorované oblasti spektra hvézdy se nachazi atoméarni ¢ara, kterda ma stfed na
vlnové délce Ay = 500nm. S vyuzitim vysledku predchéazejiciho prikladu vypoctéte pozorova-
nou relativni intenzitu v zavislosti na vlnové délce (vyjadiené v nasobcich Dopplerovské sitky
¢ary AXp) v ptipadé, zZe teplota vrstvy jea) T, = 5000 K, b) T}, = 7000 K, ¢) T, = T,,. Pfitom
polozte zdrojovou funkei S(Ag,T") = V(a,v) B(A\, 1), kde V(a,v) je tzv. Voigtova funkce s para-
metry v = (A—X\o)/A\p a parametrem a, charakterizujicim Lorentzovské rozsifeni ¢ary (zvolte

napi. a = 1). Voigtovu funkci aproximujte vztahem V' (a,v) = ﬁ <exp(—112) + m> Vy-
svétlete ziskané vysledky.
Reseni: Pro intenzitu zafeni cerného télesa je mozné odvodit vztah

2hc? 1
o ohe/MT _ 1

BO\T) =

Se znalosti predchazejiciho ptikladu 10.8 je mozné napsat nésledujici program, ktery vypocita
zafeni emitované vrstvou:

program prof;

const a=1.0;
tau0=1.0;
ts=5780.0;
t1=5000.0;
1am0=5000.0e-10;

var i,j:integer;
i0,u:double;

function voigt(v,agam:double) :double; {Voigtova funkce}
begin
if (abs(v)>8.0) then
voigt:=agam/sqrt(pi)/(agam*agam+v*v) /sqrt (pi)
else
voigt:=(exp(-v*v)+agam/sqrt (pi)/(agam*agam+v*v))/sqrt(pi);
end;

function b(tep,lam:double) :double;
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const h=6.6256e-34; {Planckova konstanta}
c=2.99792e8; {rychlost svetla}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}

var lamb:double;

begin

lamb:=lam*lam*]lam*]lam*]lam;

b:=2.0*h*c*c/lamb5/ (exp(h*c/lam/bolk/tep)-1.0);
end;

function profil(a,taul,u:double) :double;

var tau: double;

begin

tau:=tauO*voigt(u,a);
profil:=b(ts,lam0)*exp(-tau)+b(tl,lam0)*(1.0-exp(-tau));
end;

begin
u:=-10.0;
i0:=profil(a,taul,u);
for i:=0 to 2000 do
begin
u:=u+0.01;
writeln(u,profil(a,taul,u)/i0);
end;
end.

16

N

12 r

08 i

0,6 1 1 1
-10 -5 0 5 10

(N - Ag)/DAp

Obrazek 6: Profily ¢ar vyzafované vrstvou nachéazejici se v lokdlni termodynamické rovnovaze
pro rizné teploty latky.
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10 POCITACOVE ULOHY

Na obrazku 6 jsou nakresleny profily ¢ar, ziskané uvedenym programem. Jednotlivym pii-
padim uvedenym v zadani se budeme vénovat podrobnéji. Obecné vSak plati (viz. vysledek
predchézejiciho prikladu 10.8), Ze v centru ¢ary, kde je optickd hloubka vrstvy vysoka, se
pozorovana intenzita blizi Planckové funkci s teplotou rovnou teploté vrstvy. Naopak v k¥id-
lech c¢ary, kde je opticka hloubka vrstvy nizka, se pozorovana intenzita blizi Planckové funkci
s teplotou rovnou teploté dopadajiciho zareni. Tento poznatek je také klicem k pochopeni jed-
notlivych pfipadi. V pfipadé a), kdy je teplota vrstvy nizsi nez teplota dopadajiciho zéfeni,
je také hodnota Planckovy funkce v centru ¢ary nizsi, nez hodnota Planckovy funkce dopa-
dajiciho zafeni a my pozorujeme absorpc¢ni ¢ary. Tento model je mozné pouzit pro vysvétleni
vzniku absorpénich ¢ar napt. ve viditelném spektru Slunce. Opaény jev nastava v ptipadé b),
kdy je teplota vrstvy vyssi nez teplota dopadajiciho zafeni. Tento model popisuje vznik emis-
nich ¢ar. V pfipadé c¢), kdy je teplota vrstvy rovna teploté dopadajiciho zafeni se vrstva spolu
s okolnim zarenim nachéazi ve stavu termodynamické rovnovahy a zadné ¢ary nepozorujeme.

Uloha 10.10 Pro situaci popsanou v pfedchézejicim piikladé nakreslete zévislost ekvivalentni
sitky cary na optické hloubce cCary.

Reseni: Pro vypocet ekvivalentni sitky ¢ary v zavislosti na jeji optické hloubce, je mozné
vyuzit nasledujici program:

program krivrust;

const taumin=0.5;
taumax=100.0;
ntau=300;
nlam=200;
u0=-800.0;
a=1.0;
ts=5780.0;
t1=5000.0;
1am0=5000.0e-10;

var x,gam: double;
i,j:integer;
taul,w,it,i0,u,dltau,dlam:double;

begin

taul:=taumin;
dltau:=exp((ln(taumax)-1n(taumin))/(ntau-1));
dlam:=2.0*abs(u0)/nlam;

for j:=0 to ntau do

begin
u:=ul;
i0:=profil(a,taul,u);
w:=0;
for i:=0 to nlam do
begin
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it:=(i0-profil(a,taul,u))/i0;
u:=utdlam;
if (i>0) and (i<nlam) then
w:=w+it
else
w:=w+0.5%it;
end;
w:=w*dlam;
writeln(tau0,’ ’,w);
taul:=taulx*dltau;
end;
end.

100 T T T

Wy

OY l 1 1 1
0,1 1 10 100 1000

Obréazek 7: Zavislost ekvivalentni §itky ¢ary na optické hloubce cary.

Funkce voigt, b a profil zde nevypisujeme, vSechny je mozné prevzit z predchazejici
ulohy 10.8. Graf, ktery byl ziskan uvedenym programem, je na obr. 7.

10.4 Dvojhvézdy

Uloha 10.11 Hvézdy s hmotnostmi M; = 0,5 M, a M, = 2,0 M, obihaji po kruhovych
drahach kolem spole¢ného hmotného stfedu. Soucet poloos obou drah je a = 2.0 AU, inklina¢ni
tthel ¢ = /6. Nakreslete kiivku radidlnich rychlosti.

Reseni:  Vzajemna rychlost obou hvézd je ddna vztahem v? = G(M;+ M,) /a, pro radidlni
rychlost prvni hvézdy plati v,y = —sinisinfuv/M;, kde 6 je thel mezi pfimkou spojujici
hvézdy a smérem k pozorovateli. Pro vykresleni kiivky radialnich rychlosti na obr. 8 lze
pouzit nasledujici program:
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v, [km.s'l]

_15 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

t [roky]

Obrazek 8: Krivka radialnich rychlosti

program radrych;

const au=1.496el1;
ms=1.989e30;
a=2.0x*au;
m1=0.5%*ms;
m2=2.0*ms;
i=pi/6.0;
ntheta=1000;
g=6.67e-11;
rok=60.0%60.0%24.0%365.0;

var si,theta,v,vl,v2,mu,p,t:double;
j:integer;

begin
si:=sin(i);
mu:=ml*m2/(m1+m2) ;
p:=2.0*pi*sqrt(a*xa*xa/g/(m1+m2)) ;
for j:=0 to ntheta do
begin
theta:=2.0*pix*j/ntheta;
v:=sqrt(g*(m1+m2)/a);
vl:=-v*mu/ml*sin(theta)*si;
v2:=v¢mu/m2*sin(theta) *si;
t:=j/ntheta*p/rok;
writeln(t,’ ’,vl,’ ’,v2);
end;
end.
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Uloha 10.12 V piipadé, ze v dvojhvézdé pretéka hmota, je mozné rychlost pfenosu odhadnout
vztahem M = pvA, kde p je hustota latky kterd pretékd z hvézdy o poloméru R na druhou
hvézdu prufezem o plose A. Odhadneme-li plochu jako A = wRd, kde d je tloustka vrstvy,
ktera presahuje Rocheovu plochu a rychlost v polozime rovnu tepelné rychlosti, pak rychlost
prenosu hmoty je mozné odhadnout

. 1/2
M = wRdp (%—T) ,

muy

kde k je Boltzmannova konstanta, T' je teplota a my je hmotnost atomu vodiku. Pomoci
programu STATSTAR vypoctéte zavislost M na d pro hvézdu o slune¢ni hmotnosti (viz. pii-
klad 10.2).

Reseni: Pro vipodet zavislosti rychlosti pfenosu hmoty M na tloustce vrstvy hvézdy,
ktera presahuje Rocheovu plochu, je mozné pouzit nasledujici program, ktery nacita model
atmosféry (bez hlavicky) vypoc¢teny programem STATSTAR:

10 | | | X 4
ot
+++++++++++++++++++
| ++++++++ A
) e +
ot
++++++++
13 | ) |
10 B
= )
£ .
15 | . |
Ee 10 g
= +
+
1077 |
+
10-18 L |
4
104 | | | 1
0 0,02 0,04 0,06 0.08 ]
dR

Obrazek 9: Rychlost pfenosu hmoty ve dvojhvézdé

program phmot;

const rhv=7.11e8; {polomer hvezdy}
rcgs=0.01; {prepocet CGS}
rhocgs=1000.0; {prepocet CGS}
ms=1.989e30; {hmotnost Slunce}
bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}
mh=1.6735e-27; {hmotnost atomu vodiku}

var dm,r,qm,lr,t,p,rho: double;
i: integer;
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10 POCITACOVE ULOHY

begin

for i:=1 to 424 do

begin
readln(r,qm,1lr,t,p,rho);
dm:=pi*rhv*(rhv-r*rcgs)*rho*rhocgs*sqrt (3.0*bolk+*t/mh) ;
writeln(1.0-r*rcgs/rhv,dm/ms) ;

end;

end.

10.5 Pozdni stadia vyvoje hvézd, novy, supernovy

Uloha 10.13 Pro teplotu akre¢niho disku plati vztah

. 4 4

samar\ '/ Re\ P R\ V2]

=2 A T Y .
87TO'R§~ r T

Nakreslete pribéh teploty v disku a pomoci Wienova zakona vlnovou délku, na které plyn
vyzari nejvice energie pro ¢ernou diru A0620-00, kterd je slozkou dvojhvézdy, s hmotnosti
3,82 M. Ve vztahu Rg = 2GM/c? je Schwarzschilditv polomér, o konstanta Stefanova-
Boltzmannova zakona. Graf nakreslete pro polomér r > 3Rg, nad kterym v pfipadé nerotujici
cerné diry existuji stabilni drahy hmotnych ¢astic.

Reseni: Pro ziskani graf 10 a 11 je mozné pouzit nasledujici program:

10 : : :
10° ¢ 1
<
'_
10° 1
104 L L !
1 10 100 1000 10000
1IRg
Obrazek 10: Pribeéh teploty v akrecénim disku
program disk;
const ms=1.989e30; {hmotnost Slunce}
m=3.82*ms;
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Obrazek 11: VInova délka ziskana z Wienova posunovaciho zakona

g=6.67e-11; {gravitacni konstanta}

dmdt=1.0d14;

sig=5.67051d-8; {konstanta Stefan-Boltzmannova zakona}
€=2.99792e8; {rychlost svetla}

b=0.0029; {konstanta Wienova zakona}

var rs,tdisk,r,dr,ddr,t,mlam: double;
i: integer;

begin
rs:=2.0%g*m/c/c;
tdisk:=3.0*g*m*dmdt/8.0/pi/sig/rs/rs/rs;
tdisk:=sqrt(sqrt(tdisk));
r:=3.0%rs;
for i:=1 to 500 do
begin
r:=1.015%r;
dr:=sqrt(rs/r);
ddr:=sqrt(dr) ;
t:=tdisk*ddr*ddr*ddr*sqrt(sqrt(1.0-dr));

mlam:=b/t;
writeln(r/rs,t,mlam*1.0e9) ;
end;
end.

10.6 Extragalakticka astronomie

Uloha 10.14 Urcete zafivy vykon aktivni galaxie Cygnus A v radiovém oboru pomoci zafi-
vého toku uvedeného v tabulce, vite-li, zZe galaxie je vzdalena 250 Mpc.
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10 POCITACOVE ULOHY

log v log F, log v log F,
[Hz] [Jm~2Hz '] [Hz] [Jm~2Hz ]
7,0 —21,88 8,7 —22,38
7,3 —21,55 9,0 —22,63
7,7 —21,67 9,3 —22,96
8,0 —21,66 9,7 —23,43
8,3 —22,09 10,0 —23,79

Reseni: Abychom ziskali zafivy vikon v radiovém oboru, musime integrovat zafivy tok
pres vSechny frekvence a secist tok na kouli o poloméru 250 Mpc. S pouzitim lichobéznikového
pravidla je mozné napsat nasledujici program:

program agn;

const nf=10;
d=250.0;
mpc=3.09e22;

var nu,nus,f,fs,lr,r: double;
i: integer;

function des(x: double) : double;
begin

des:=exp(x*1n(10.0));

end;

begin
1r:=0.0;
for i:=1 to nf do
begin
read(nu,f);
nu:=des(nu) ;
f:=des(f);
if(i > 0) then lr:=1r+0.5%(fs+f)*(nu-nus);
fs:=f;
nus:=nu;
end;
r:=d*mpc;
lr:=4.0*pi*r*rxlr;
writeln(lr);
end.

Arivy vykon xi nus A v radiovém ru j .S~ 7 je o Sest fadi vice, nez j
74 kon galaxie C s A v radiovém oboru je 91037 J.s7!, coz je o Sest Fadt vice, nez je

zativy vykon galaxie M31 v radiové oblasti a asi desetkrat vice nez zativy vykon nasi Galaxie
ve vSech oborech elektromagnetického spektra.
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11 Astronomické a fyzikalni konstanty, prevody a zakony

Vétsina konstant je zaokrouhlena na 3 platnd mista.
Zékladni charakteristiky Slunce:

Hmotnost M, 1,99.10% kg
Polomér R, 6,96.10% m
Zéfivy vikon Le 3,86.102% W
Mbol 4,75 mag

Mpol —26,85 mag
Solarni konstanta K 1,37.10°W.m—2

Stiedni vzdalenost od Zemé AU  1,496.10" m

1pc = 3,086.10%m

1rad = 206 265"

1rok = 3,156.107s

1Jy =107*W.m 2. Hz !

Zaiivy vykon hvézdy L = 4t R*0T5%.

4
Vztah hmotnost — zafivy vikon pro hvézdy HP L ~ £ 3.
K

M
Rovnice hydrostatické rovnovahy — = — ety
dr r2
Teplotni gradient pi¥i prenosu zafeni dr 3ril
ni gradient pfi pfenosu zdfenim — = ————p.
P & Pt P dr 647r0r2T3p
AT  ~—1TdP

Podminka konvekce T > Tﬁ@

AreGM
Eddingtonova limita zarivého vykonu Lgq = e .
K
Optickd hloubka 7, = / K, pds.
0
L Keplert zdkon & = C (M, + My)
) rav zakon — = — .
P T2~ An2 1 2
1dT dMy My — M.
Zména obézné doby pfi pfenosu hmoty u dvojhvézd A 3 dtl ]\1417]\422
M dM
Zarivy vykon kosmického télesa pii akreci hmoty L = G TR
3GMIML i
Maximalni hodnota teploty disku pii akreci T = 0,488 | ———<& | .
8mo R3
Gravitacni ruds AN GM
ravitac¢ni ru osuv z = — = ——.
v P A AR
ApT
Podminka degenerace K; ,0% > o
1

8 dP
Zarivy vykon pulsaru L = g7r2M R2P_3E'
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11 ASTRONOMICKE A FYZIKALNI KONSTANTY, PREVODY A ZAKONY

d
Disperzni mira DM :/ nedl.
0

3
T 2 2
Jeansova kritickd hmotnost M; = < ok ) ( 5 ) .
Gumyg

5 2
Polomér Stromgrenovy oblasti rg = <4—) ny®.

Relativisticka rychlost vzdalovani v = ¢

e 3 H?
Kriticka hodnota hustoty p, = = —.
81

Hubbletv zdkon v = Hr.
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Fyzikalni konstanty a zakony:

Wientv posunovaci zakon A,..1" = b.

met 1
Energetické hladiny atomu vodiku F,, = —W oy
A
Spektralni rozliSovaci schopnost R = mN = A
2\ [2kT
Sitka spektralni ¢ary pii teplotnim rozsifeni AN = =4/ —.
c m
4 4
Tlak plynu a tlak zafeni P, = —pT, P, = 3—“T4.
] c
N 5040
Boltzmannova rovnice log 5= ———XaB + log 9B,
Na T ga
5 5040 2B,1(T
Sahova rovnice log ﬁ; =5 logT — T Xi— log P, + log #T()) — 0,48.
o o C e g 3 M?
Gravitacni potencialni energie sférického télesa F, = —gG T

Viridlova véta pro gravitacné vazané soustavy 2(Ey) + (E,) = 0.

Planckova konst. h = 6,63.10734 J.s
Rychlost svétla ve vakuu ¢ = 2,99.10%m.s~
Gravitacni konst. G = 6,67.10~'"' N.m? kg2

Boltzmannova konst. k = 1,38.10723 J K~!
Stefanova-Boltzmannova konst. o = 5,67.10"° W.m 2. K*
Konstanta Wienova posunavaciho zédkona b = 2,89.10>m.K
Plynové konstanta % = 8,31.10% J kg ' K1

1

Hmotnost elektronu m, = 9,11.1073 kg
Hmotnost protonu m, = 1,67.10"*" kg
Hmotnost neutronu m, = 1,67.10~2" kg
Atomova hmotnostni jednotka v = 1,66.107%" kg
Hubbleova konstanta H = 75 km.s~ " Mpc™!

1eV = 1,60.10-19J
leV =1,60.10"2erg
1Pa = 10dyn.cm—2

my = 1,67352.10" % g
or = 6,6524.107% cm 2
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